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On n’a peut-étre pas encore prété assez d’attention [a] I'utilité dont cette étude [de
la Géométrie] peut étre pour préparer comme insensiblement les voies a I'esprit
philosophique, et pour disposer toute une nation a recevoir la lumiére que cet es-
prit peut y répandre [...]. Bient6t I’étude de la Géométrie conduira [...] a la vraie Phi-
losophie qui par la lumiére générale et prompte qu’elle répandra, sera bientbt plus
puissante que tous les efforts de la superstition.

Jean le Rond D’Alembert, article “Géométrie” de L’Encyclopédie, 1772

Si toute la connaissance scientifique disparaissait dans un cataclysme, quelle
phrase unique pourrait préserver le maximum d'information pour les générations
futures? Comment pourrions-nous leur transmettre au mieux notre compréhension
du monde? Je propose: "Toutes choses sont faites d'atomes, petites particules
animées d'un mouvement incessant, qui s'attirent lorsqu'elles sont distantes les
unes des autres, mais se repoussent lorsqu'on les force a se serrer de trop pres".
Cette seule phrase contient, vous le verrez, une quantité énorme d'information sur
le monde, pour peu que I'on y mette un peu d'imagination et de réflexion.

Richard P. Feynman

The more the universe seems comprehensible, the more it also seems pointless.
But if there is no solace in the fruits of our research, there is at least some consola-
tion in the research itself [...] The effort to understand the universe is one of the
very few things that lifts human life a little above the level of farce, and gives it
some of the grace of tragedy.

Steven Weinberg, from “The First Three Minutes”

Imagination is more important than knowledge. For knowledge is limited to all we
now know and understand, while imagination embraces the entire world, and all
there ever will be to know and understand.

Albert Einstein
Pensons, il en restera toujours quelque chose!

(Think, there will always be something left!)

Snoopy
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Introduction

Ce livre est un essai dont la finalité est de montrer qu’une théorie eulérienne de la déformation
d’un réseau newtonien dans un espace absolu, moyennant un choix judicieux des propriétés
élastiques et structurales de ce réseau, peut fournir un cadre d’investigation extrémement riche
et intéressant pour la physique parce qu’elle fait apparaitre des analogies trés fortes et souvent
parfaites avec toutes les grandes théories physiques actuelles du Macrocosme et du Micro-
cosme, comme les Equations de Maxwell, la Relativité Restreinte, la Gravitation Newtonienne,
la Relativité Générale, la Cosmologie Moderne, la Physique Quantique et le Modéle Standard
des particules élémentaires.

Ce livre n’a pas la prétention de présenter une Théorie du Tout qui serait déja complétement
élaborée et utilisable, mais il devrait et pourrait par contre s’avérer extrémement fructueux pour
donner des explications simples aux théories physiques modernes dont il est difficile, si ce n’est
impossible, de comprendre le sens profond, mais aussi et surtout pour définir des liens étroits
et des ponts unificateurs entre les diverses grandes théories de la physique moderne.

Dans la premiére partie du livre, on résume de maniere autonome un premier livre! publié en
2013, qui jetait méthodiquement les bases d’une approche originale des réseaux solides par les
coordonnées d’Euler, et qui introduisait aussi de maniére détaillée la notion de charges tenso-
rielles de dislocation et de désinclinaison au sein d’un réseau, concept qui permet de quantifier
les singularités topologiques pouvant apparaitre a I'’échelle microscopique d’'un réseau solide.
Sur la base de cette approche originale des réseaux solides et de leurs singularités topolo-
giques, on déduit un ensemble d’équations fondamentales et phénoménologiques qui per-
mettent de traiter de maniere trés rigoureuse I’évolution spatio-temporelle macroscopique d’'un
réseau solide newtonien se déformant dans I'espace absolu du laboratoire d’'un observateur
extérieur au réseau.

Dans la deuxieme partie du livre, on introduit un réseau imaginaire, avec des propriétés élas-
tiques et structurales assez spéciales, et qu’on appelle «réseau cosmologique». L’équation de
Newton de ce réseau et les singularités topologiques qu'il peut contenir présentent alors un
ensemble de propriétés trés étonnantes, qui sont progressivement développées au cours des
chapitres, et qui font apparaitre des analogies fortes et surprenantes avec toutes les grandes
théories physiques actuelles: les équations de Maxwell, la relativité restreinte, la gravitation
newtonienne, la relativité générale, la cosmologie moderne, la physique quantique et le modéle
standard des particules élémentaires.

Le probléme des théories de champs unifiés

Un des problémes fondamentaux de la physique moderne est la recherche de la Théorie du
Tout capable d’expliquer la nature de I'espace-temps, ce qu’est la matiére et comment la ma-
tiere interagit. Depuis le 19éme siécle, les physiciens ont cherché a développer des théories de

1 Théorie eulérienne des milieux déformables, charges de dislocation et de désinclinaison dans les so-
lides, G. Gremaud, Presses polytechniques et universitaires romandes, Lausanne, Suisse, 2013, 750
pages (ISBN 978-2-88074-964-4)
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champs unifiées, qui devraient consister en un cadre théorique cohérent capable de prendre en
compte les diverses forces fondamentales de la nature. Parmi les tentatives de recherche d’'une
théorie unifiée, citons:

- la “Grande Unification” qui rassemble les forces d’interaction électromagnétiques, les forces
faibles et les forces fortes,

- la Gravité Quantique, la Gravitation Quantique a Boucles, et les Théories de Cordes, qui
cherchent a décrire les propriétés quantiques de la gravité,

- la Supersymétrie propose une extension de la symétrie d’espace-temps reliant les deux
classes de particules élémentaires, les bosons et les fermions,

- les Theéorie de Cordes et de Supercordes, sont des structures théoriques intégrant la gravité,
dans lesquelles les particules ponctuelles sont remplacées par des cordes unidimensionnelles
dont les états quantiques décrivent tous les types de particules élémentaires observées,,

- la Théorie M, qui unifie cinq versions différentes de théories de cordes, avec la propriété sur-
prenante que des extra-dimensions sont requises pour assurer sa cohérence.

Cependant, aucune de ces approches n’est capable pour l'instant d’expliquer de maniere
consistante et en méme temps, I'électromagnétisme, la relativité, la gravitation, la physique
quantique et les particules élémentaires observées. De nombreux physiciens pensent que la
Théorie M a 11 dimensions est la Théorie du Tout. Cependant, il n’existe pas un large consen-
sus a ce propos et il n'y a pas a I'heure actuelle de théorie candidate apte a calculer la
constante de structure fine ou la masse de I'électron. Les physiciens des particules espére que
les résultats a venir des expériences en cours - la recherche de particules nouvelles dans les
grands accélérateurs et le recherche de la matiére noire - seront encore nécessaires pour défi-
nir une Théorie du Tout.

Mais ces recherches semblent avoir réellement stagné pendant environ 40 ans, et de nom-
breux physiciens ont maintenant de sérieux doutes quant a la pertinence de ces théories. Sur
ce sujet, je conseille vivement aux lecteurs de consulter entre autres les livres de Smolin2,
Woit3 et Hossenfelder4. Depuis les années 1980, des milliers de physiciens théoriciens ont pu-
blié des milliers d'articles scientifiques qui sont généralement acceptés dans des revues a co-
mité de lecture, méme si ces articles n'ont absolument rien apporté de nouveau a I'explication
de I'Univers et ne résolvent aucun des mysteres actuels de la physique. Une énorme quantité
d'énergie a été mobilisée pour développer ces théories, qui s'éloignent de plus en plus de la
réalité physique de notre monde. C'est une course a la publication de plus en plus d'articles
ésotériques et a la recherche d'une forme de "beauté mathématique" au détriment de la "réalité
physique". En outre, des sommes énormes ont été investies dans cette recherche, au dé-
triment de la recherche fondamentale dans d'autres domaines de la physique, sous la forme de
la construction de machines de plus en plus complexes. Et, au grand désespoir des physiciens

2 [ ee Smolin, «The trouble with Physics», Penguin Books 2008, London, ISBN 978-0-141-01835-5

Lee Smolin, «La révolution inachevée d’Einstein, au-dela du quantique», Dunod 2019, ISBN
978-2-10-079553-6

Lee Smolin, «Rien ne va plus en physique., L'échec de la théorie des cordes», Dunod 2007, ISBN
978-2-7578-1278-5

3 Peter Woit, «Not Even Wrong, the failure of String Theory and the continuing challenge to unify the laws
of physics», Vintage Books 2007, ISBN 9780099488644

4 Sabine Hossenfelder, «Lost in Maths», Les Belles Lettres 2019, ISBN978-2-251-44931-9
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expérimentaux, les résultats obtenus n'ont pratiquement rien apporté de nouveau a la physique
des hautes énergies, contrairement aux prédictions "visionnaires" et optimistes des théoriciens.

Dans le présent livre, le probléme de l'unification des théories physiques est traité de facon ra-
dicalement différente. Au lieu d’essayer de construire une théorie unifiée en bricolant un as-
semblage des théories existantes, en les complexifiant a souhait, en leur rajoutant méme des
symétries étranges et des dimensions additionnelles pour leur «beauté mathématique», je pars
exclusivement des concepts classiques les plus fondamentaux de la physique que sont I'équa-
tion de Newton et les deux premiers principes de la thermodynamique. A I'aide de ces principes
fondamentaux, et en développant une géométrie originale basée sur les coordonnées d’Euler,
j’en viens, par un cheminement purement logique et déductif, & suggérer que I'Univers pourrait
étre un cristal, un réseau tridimensionnel élastique et massif, et que les éléments constituants
de la Matiére Ordinaire pourraient étre des défauts de structure (appelés par la suite des singu-
larités topologiques) de ce réseau cristallin, a savoir diverses boucles de dislocation et de dés-
inclinaison que nous décrirons en détail. Je trouve, pour un réseau isotrope élastique satisfai-
sant la loi de Newton, avec des hypothéses spécifiques sur ses propriétés élastiques, que les
comportements de ce réseau et de ses singularités topologiques regroupent “foute” la physique
connue actuellement, en faisant apparaitre spontanément des analogies trés fortes et souvent
parfaites avec toutes les grandes théories physiques actuelles du Macrocosme et du Micro-
cosme, comme les Equations de Maxwell, la Relativité Restreinte, la Gravitation Newtonienne,
la Relativité Générale, la Cosmologie Moderne et la Physique Quantique.

Mais cette théorie ne fait pas que de trouver des analogies avec les autres théories de la phy-
sique, elle propose aussi des explications tout-a-fait originales, nouvelles et simples a de nom-
breux phénoménes physiques qui sont encore assez obscurs et mal compris a I'heure actuelle
par la physique, comme par exemple la signification et I'interprétation physique profonde de
I’expansion cosmologique, de I’électromagnétisme, de la relativité restreinte, de la relativité gé-
nérale, de la physique quantique, et du spin des particules. Elle propose aussi des explications
a ce que sont réellement la décohérence quantique, I'énergie noire, la matiere noire, les trous
noirs, et bien d’autres phénomeénes.

Le développement détaillé de cette théorie permet aussi de trouver des idées trés novatrices,
parmi lesquelles la plus importante est l'apparition de la charge de courbure, qui est une
conséquence incontournable du traitement d’un réseau solide et des ses singularités topolo-
giques en coordonnées d’Euler. Ce concept n’apparait absolument pas dans toutes les théories
modernes de la physique, que ce soit en relativité générale, en physique quantique ou dans le
Modéle Standard, alors que dans notre théorie ce concept apporte des explications a de nom-
breux points obscurs de ces théories, tels que la force faible, 'asymétrie matiere-antimatiere, la
formation des galaxies, la ségrégation entre matiere et antimatiere au sein des galaxies, la for-
mation de gigantesques trous noirs au coeur des galaxies, la disparition apparente de I'antima-
tiere dans I'Univers, la formation des étoiles a neutrons, le concept de matiére noire, la nature
bosonique ou fermionique des particules, etc.

Finalement, en étudiant des réseaux avec des symétries spéciales appelées axiales, représen-
tées symboliquement par des réseaux cubiques 3D “colorés”, on peut identifier une structure de
réseau dont les singularités topologiques en boucles coincident parfaitement avec la zoologie
complexe de toutes les particules élémentaires du Modele Standard, et on y trouve aussi des
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explications physiques simples de /la force faible et de la force forte du Modeéle Standard.

Premiére partie: a la recherche d’une nouvelle formulation
de la déformation d’un réseau solide en coordonnées d’Euler

Lorsqu’on veut étudier la déformation des réseaux solides, il est d'usage courant de décrire
I’évolution de leur déformation a I'aide d'un systéme de coordonnées de Lagrange et d'utiliser
diverses géométries différentielles pour décrire les défauts topologiques qu’ils contiennent.
L'utilisation des coordonnées de Lagrange pour décrire les solides déformables présente un
certain nombre de difficultés qui leur sont inhérentes. D'un point de vue mathématique, les ten-
seurs décrivant les déformations d'un solide continu en coordonnées de Lagrange sont toujours
d'ordre supérieur a un en les dérivées spatiales des composantes du champ de déplacement,
ce qui conduit a un formalisme mathématique trés compliqué lorsqu'un solide présente de
fortes distorsions (déformations et rotations). A ces difficultés d'ordre mathématique s'ajoutent
encore des difficultés d'ordre physique lorsqu'il s'agit d'introduire certaines propriétés connues
des solides. En effet, le systéme des coordonnées de Lagrange devient pratiquement inutili-
sable, par exemple lorsqu'il faut décrire I'évolution temporelle de la structure microscopique
d'un réseau solide (transitions de phase) et de ses défauts de structure (défauts ponctuels, dis-
locations, désinclinaisons, joints, etc.), ou s'il est nécessaire d'introduire certaines propriétés
physiques du milieu (thermiques, électriques, magnétiques, chimiques, etc.) se traduisant par
I’existence dans I'espace réel de champs scalaires, vectoriels ou tensoriels.

L'utilisation de géométries différentielles pour introduire des défauts topologiques comme les
dislocations dans les milieux continus déformables a été initiée par le travail de NyeS (1953),
qui a pour la premiére fois fait le rapport entre le tenseur de densité de dislocations et la cour-
bure du réseau. D’autre part, Kondo® (1952) et Bilby? (1954) ont indépendamment montré que
les dislocations peuvent s'identifier a une version cristalline du concept de Cartan8 (1922) de
torsion d'un continuum. Cette approche a été formalisée de maniére tres détaillée par Kréner®
(1960). Cependant, l'utilisation de géométries différentielles pour décrire les milieux défor-
mables se heurte trés vite a des difficuliés assez semblables a celles du systeme des coordon-
nées de Lagrange. Une premiére difficulté est liée au fait que le formalisme mathématique y est
d'une trés grande complexité, puisque similaire au formalisme de la relativité générale, ce qui
rend par conséquent tres difficiles la manipulation et l'interprétation des équations générales de
champs ainsi obtenues. Une seconde difficulté apparait avec les géométries différentielles lors-
qu’il s’agit d’introduire dans le milieu des défauts topologiques d'autres types que des disloca-
tions. Par exemple, Kréneri® (1980) a proposé que l'existence de défauts ponctuels extrin-

5 J.F. Nye, Acta Metall.,vol. 1, p.153, 1953

6 K. Kondo, RAAG Memoirs of the unifying study of the basic problems in physics and engeneering
science by means of geometry, volume 1. Gakujutsu Bunken Fukyu- Kay, Tokyo, 1952

7 B. A. Bilby , R. Bullough and E. Smith, «Continous distributions of dislocations: a new application of the
methods of non-riemannian geometry», Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 231, p. 263-273, 1955

8 E. Cartan, C.R. Akad. Sci., 174, p. 593, 1922 & C.R. Akad. Sci., 174, p.734, 1922

9 E. Kréner, «Allgemeine Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen», Arch. Rat. Mech.
Anal., 4, p. 273-313, 1960

10 E. Kréner, «Continuum theory of defects», in «physics of defects», ed. by R. Balian et al., Les Houches,
Session 35, p. 215-315. North Holland, Amsterdam, 1980.
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seques, qui peuvent étre considérés comme de I'extra-matiére, pourrait s'identifier a la pré-
sence de matiére dans l'univers et étre introduite par conséquent sous la forme d'équations
d'Einstein, ce qui conduirait a une géométrie différentielle purement riemannienne en l'absence
de dislocations. Il a aussi proposé que les défauts ponctuels intrinséques (lacunes, interstitiels)
pourraient étre approchés par une partie non-métrique d’une connexion affine. Finalement, il a
envisagé aussi que l'introduction d’autres défauts topologiques tels que des désinclinaisons
pourrait faire appel a des géométries d'ordres supérieurs encore plus complexes, comme les
géométries de Finsler ou de Kawaguchi. En fait, I'introduction de géométries différentielles fait
en général apparaitre une artillerie mathématique tres lourde (tenseur métrique et symboles de
Christoffel) afin de décrire I'évolution spatio-temporelle dans des repéres locaux infinitésimaux,
comme le montre bien par exemple la théorie mathématique des dislocations de Zorawski!!
(1967).

Théorie eulérienne de la déformation d’un réseau solide

Vu la complexité des calculs ainsi obtenus, que ce soit dans le cas du systéme des coordon-
nées de Lagrange ou dans celui des géométries différentielles, il m'était apparu souhaitable
depuis longtemps d’essayer de développer une approche nettement plus simple des solides
déformables, mais néanmoins tout aussi rigoureuse, qui a finalement été publiée dans un pre-
mier livre! publié en 2013: la théorie eulérienne des milieux déformables.

Dans la premiere partie, on commence par présenter un résumé de la théorie eulérienne de la
déformation introduite dans le premier livre! publié en 2013:

La premiére section (A) est dédiée a l'introduction de la théorie eulérienne des réseaux défo-
mables newtoniens. On y décrit comment la déformation d’un réseau peut étre caractérisée par
des distorsions et des contorsions. Pour cela, on fait appel a une représentation vectorielle des
tenseurs, qui présente des avantages indéniables sur la représentation purement tensorielle,
ne serait-ce que par la possibilité d’utiliser le formalisme puissant de I'analyse vectorielle, ce qui
permet d’obtenir facilement les équations de géométrocompatibilité, qui assurent la solidité du
réseau, et les équations de géométrocinétique, qui permettent de décrire la cinétique de la dé-
formation. Ensuite, on introduit la physique dans ce contexte topologique, a savoir /a dyna-
mique newtonienne et la thermocinétique eulérienne. Avec tous ces ingrédients, il devient pos-
sible de décrire les comportements particuliers des réseaux solides, comme [‘élasticité, I'ané-
lasticité, la plasticité et I'auto-diffusion. Cette premiére section se termine par I'établissement du
set complet des équations d’évolution d’'un réseau dans le systéme des coordonnées d’Euler.
La deuxieme section (B) est dédiée aux applications de la théorie eulérienne, et présente trés
succinctement des exemples de phénoménologies des solides usuels. On y montre comment
obtenir les fonctions et équations d’'état d’'un solide isotrope, quels sont les comportements
élastiques et thermiques qui peuvent apparaitre, comment se propagent les ondes et pourquoi
il existe des relaxations thermoélastiques, que sont les phénomenes de transport de masse et
pourquoi il peut apparaitre des relaxations inertielles, quelles sont les phénoménologies
usuelles d’anélasticité et de plasticité, et finalement comment il peut apparaitre des transitions
structurales de 2eme et de 1ére espéce dans un réseau solide.

1 M. Zorawski, «Théorie mathématique des dislocations», Dunod, Paris, 1967.



introduction Vi

Charges de dislocation et de désinclinaison dans les réseaux eulériens

La description des défauts (singularités topologiques) qui peuvent apparaitre au sein d’un so-
lide, comme les dislocations et les désinclinaisons, est un domaine de la physique, initié princi-
palement par I'idée des défauts macroscopiques de Volterral2 (1907), qui a connu un dévelop-
pement fulgurant au cours de son siecle d’histoire treés riche, comme I'a trés bien illustré Hirth13
(1985). C’est en 1934 qu’a réellement démarré la théorie des dislocations de réseau, suite aux
papiers d’Orowan’4, de Polanyi's et de Taylor'® décrivant indépendamment la dislocation coin.
Puis c’est en 1939 que Burgers'? décrit les dislocations vis et mixtes. Et c’est finalement en
1956 que sont reportées les premiéres observations expérimentales de dislocations, simulta-
nément par Hirsch, Horne et Whelan'® et par Bollmann'®, grace au microscope électronique.
Quant aux désinclinaisons, c’est en 1904 que Lehmann20 les observe pour la premiere fois
dans des cristaux moléculaires, et c’est en 1922 que Friedel2! en donne une premiere descrip-
tion physique. Ensuite, & partir de la moitié du vingtiéeme siécle, la physique des défauts dans
les solides a pris une ampleur considérable.

Dans la premiere partie de ce livre, les dislocations et les désinclinaisons sont abordées en in-
troduisant intuitivement le concept de charges de dislocation, en s'aidant des fameux «tuyaux»
de Volterra22 (1907) et d'une analogie avec les charges électriques. En coordonnées d’Euler, la
notion de densité de charges apparait alors dans une équation de géométrocompatibilité du
solide, alors que la notion de flux de charges s’introduit dans une équation de géométrociné-
tique du solide. La formulation rigoureuse du concept de charges dans les solides fait I'originali-
té essentielle de cette approche des singularités topologiques. Le développement fouillé de ce
concept fait apparaitre des charges tensorielles de premier ordre, les charges de dislocation,
associées aux distorsions plastiques (déformations et rotations plastiques) du solide, et des
charges tensorielles de deuxiéme ordre, les charges de désinclinaison, associées aux contor-
sions plastiques (flexions et torsions plastiques) du solide. Il apparait que ces singularités topo-
logiques se quantifient dans un réseau solide et qu’elles ne peuvent étre topologiquement loca-
lisées que dans des cordes (tubes minces), qui peuvent se modéliser sous forme de lignes uni-
dimensionnelles de dislocation ou de désinclinaison, ou dans des membranes (plaques
minces), qui peuvent se modéliser sous forme de joints bidimensionnels de flexion, de torsion
ou d’accomodation.

Le concept de charges de dislocation et de désinclinaison permet de retrouver de maniére ri-

12 V. Volterra, «L’équilibre des corps élastiques», Ann. Ec. Norm. (3), XXIV, Paris, 1907
138 J.-P. Hirth, «A Brief History of Dislocation Theory», Metallurgical Transactions A, vol. 16A, p. 2085, 1985
14 E. Orowan, Z. Phys., vol. 89, p. 605,614 et 634, 1934

15 M. Polanyi, Z. Phys., vol.89, p. 660, 1934

16 G. I. Taylor, Proc. Roy. Soc. London, vol. A145, p. 362, 1934

17 J. M. Burgers, Proc. Kon. Ned. Akad. Weten schap., vol.42, p. 293, 378, 1939

18 P. B. Hirsch, R. W. Horne, M. J. Whelan, Phil. Mag., vol. 1, p. 667, 1956

19 W. Bollmann, Phys. Rev., vol. 103, p. 1588, 1956

20 0. Lehmann, «Flussige Kristalle», Engelman, Leibzig, 1904

21 G. Friedel, Ann. Physique, vol. 18, p. 273, 1922

22 V. Volterra, «L’équilibre des corps élastiques», Ann. Ec. Norm. (3), XXIV, Paris, 1907
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goureuse les principaux résultats obtenus par la théorie classique des dislocations. Mais il per-
met surtout de définir un tenseur 7\[ de charge lingique de dislocation, dont on déduit un sca-
laire A de charge linéique de rotation, qui est associée a la partie vis de la dislocation, et un
vecteur A de charge linéique de flexion, qui est associée a la partie coin de la dislocation. Pour
une dislocation donnée, les deux charges A et A sont alors parfaitement définies sans avoir a
faire appel a une convention pour les définir, au contraire de la définition classique d’'une dislo-
cation par son vecteur de Burgers. D’autre part, la description des dislocations dans le systéme
des coordonnées d’Euler par le concept de charges de dislocation permet de traiter de maniére
exacte I’évolution des charges et des déformations lors de treés fortes contractions ou expan-
sions volumiques d’un milieu solide.

Dans la premiére partie, on présente cette approche nouvelle et originale des défauts topolo-
giques de structure dans les réseaux solides déformables dans les deux sections suivantes:

La troisiéme section (C) est dédiée a l'introduction des charges de dislocation et charges de
désinclinaison dans les réseaux eulériens. Aprés avoir introduit analytiquement les concepts de
densité et de flux de charges de dislocation et de désinclinaison dans les réseaux, on présente
une revue détaillée des singularités topologiques macroscopiques et microscopiques du réseau
qui peuvent étre associées aux charges de dislocation et de désinclinaison. Puis on discute le
mouvement des charges de dislocation au sein du réseau, en introduisant les flux de charges
de dislocation et les relations d’Orowan. Finalement, on déduit /a force de Peach et Koehler qui
agit sur les dislocations et on établit un nouveau set complet des équations d’évolution d’'un
réseau dans le systéme des coordonnées d’Euler, qui tient compte cette fois de I'existence de
singularités topologiques au sein du réseau.

La quatriéme section (D) est dédiée aux applications du concept de charges au sein du réseau
solide eulérien, et présente des éléments de la théorie des dislocations dans les solides usuels.
On commence par montrer que, dans le cas particulier de la déformation d’un réseau isotrope
par purs cisaillements, on peut remplacer le tenseur de cisaillement par le vecteur de rotation,
ce qui permet de trouver un set d’équations qui correspond tres exactement a toutes les équa-
tions de Maxwell de I’électromagnétisme. Ensuite, on montre comment calculer les champs et
les énergies des dislocations vis et coin dans un réseau solide isotrope, ainsi que les interac-
tions pouvant intervenir entre dislocations. On termine cette section d’applications par la pré-
sentation du modele de la corde des dislocations, qui est le modéle fondamental permettant
d’expliquer la plupart des comportements macroscopiques de I'anélasticité et de la plasticité
des solides cristallins.

Deuxiéme partie: a la recherche d’un “réseau cosmologique”

Dans la premiere partie du livre, on montre qu’il est possible de calculer I'énergie de repos E,
des dislocations, qui correspond a I'énergie élastique stockée dans le réseau par leur présence,
et leur énergie cinétique E

cin ’

qui correspond a l'énergie cinétique des particules du réseau
mobilisées par leur mouvement, ce qui permet alors de leur attribuer une masse d’inertie vir-
tuelle M, qui satisfait des relations similaires & la fameuse équation E, = M ¢’ de la relativité
restreinte d’Einstein, mais qui est obtenue ici de maniéere tout-a-fait classique, c’est a dire sans
faire appel a un principe de relativité. De plus, a haute vitesse, la dynamique des dislocations
satisfait aussi les principes de la relativité restreinte et les transformations de Lorentz.
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On montre aussi dans la premiére partie que, dans le cas des milieux solides isotropes présen-
tant une expansion volumique homogeéne et constante, donc ne se déformant que par cisaille-
ment, il apparait une analogie parfaite et complete avec les équations de Maxwell de I'électro-
magnétisme, grace au remplacement du tenseur de cisaillement par le vecteur de rotation.
L'existence d’une analogie entre I'électromagnétisme et la théorie des milieux continus incom-
pressibles a déja été entrapercue il y a fort longtemps et développée par de nombreux auteurs,
comme I'a montré Whittaker23 (1951). Cependant, I'analogie devenait beaucoup plus compléte
dans mon premier livre?, car elle ne se borne pas seulement a une analogie avec I'un des deux
couples d’équations de Maxwell dans le vide, mais elle se généralise aux deux couples d’équa-
tions de Maxwell ainsi qu’aux diverses phénoménologies de polarisation diélectrique et de ma-
gnétisation de la matiere, ainsi qu’aux notions de charges et de courants électriques. L'analogie
avec les équations de Maxwell est trés étonnante de par le simple fait qu’il est initialement pos-
tulé que le réseau solide satisfait une dynamique tres simple, purement newtonienne, dans le
référentiel absolu du laboratoire de I'observateur extérieur, qui est muni de régles orthonormées
et d’'une horloge donnant un temps universel, alors que les singularités topologiques au sein du
réseau solide, a savoir les dislocations et les désinclinaisons avec leurs charges respectives,
responsables des distorsions et des contorsions plastiques du solide, sont soumises a une dy-
namique relativiste au sein du solide, justement due au set d’équations maxwelliennes gouver-
nant les cisaillements du milieu. De ce point de vue, la dynamique relativiste des singularités
topologiques n’est rien d’autre qu’une conséquence de la dynamique newtonienne parfaitement
classique du réseau solide élastique dans le référentiel de 'observateur extérieur.

Finalement, il apparait aussi dans la premiére partie qu’a grande distance d’un amas localisé
de singularités topologiques, formé par exemple d’'une ou plusieurs boucles de dislocation ou
d’une ou plusieurs boucles de désinclinaison, I'aspect tensoriel des champs de distorsion géné-
rés a courte distance par cet amas peut étre négligé a grande distance, de sorte que les per-
turbations du réseau peuvent étre parfaitement décrites a grande distance par les deux seuls
champs vectoriels de torsion par rotation et de courbure par flexion associés aux deux seules
charges scalaires de I'amas, sa charge scalaire de rotation Q, et sa charge scalaire de cour-
bure Q, . La charge de rotation devenait alors I'analogue parfait de /a charge électrique dans
les équations de Maxwell, alors que la charge de courbure présentait une analogie certaine
avec une masse gravitationnelle dans la théorie de la gravitation.

L'existence d’analogies entre la mécanique des milieux continus et la physique des défauts et
les théories de I'électromagnétisme, de la relativité restreinte et de la gravitation avait déja fait
I’objet de nombreuses publications, dont les plus célébres sont assurément celles de Kréner45.
D’excellentes revues dans ce domaine de la physique ont aussi été publiées, notamment par
Whittaker20 (1951) et par Unzicker24 (2000). Mais aucune de ces publications n’était allée aussi
loin dans la mise en évidence de ces analogies que I'approche présentée dans mon premier
livrel.

Les nombreuses analogies qui sont apparues dans le premier livre! entre la théorie eulérienne
des milieux déformables et les théories de I'électromagnétisme, de la gravitation, de Ia relativité

23 G, E. Whittaker, «A History of the Theory of Aether and Electricity», Dover reprint, vol. 1, p. 142, 1951.

24 A, Unzicker, «What can Physics learn from Continuum Mechanics?», arXiv.gr-qc/0011064, 2000
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restreinte, de la relativité générale et méme du modeéle standard des particules élémentaires,
confortées par I'absence de charges analogues aux monopdles magnétiques, par une solution
possible au fameux paradoxe de I'énergie électrique d’'un électron, et par I'existence d’une
faible asymeétrie entre charges de courbure de type lacunaire et de type interstitiel, étaient suffi-
samment étonnantes et remarquables pour ne pas manquer de titiller tout esprit scientifique
ouvert et quelque peu curieux. Mais il était clair que ces analogies n’étaient de loin pas par-
faites. Il était dés lors trés tentant d’analyser plus en profondeur ces analogies et d’essayer de
trouver comment les perfectionner, et c’est ce qui a conduit & proposer le présent livre, dont la
deuxieme partie est entierement dévolue a I'approfondissement, a I'amélioration et a la com-
préhension de ces analogies.

La deuxiéme partie de ce livre est composée de cing sections. De maniére progressive, en in-
troduisant plusieurs conjectures judicieuses qui sont résumées dans I'annexe D, on s’attaque
aux analogies existant entre la théorie eulérienne de la déformation décrite dans la premiere
partie et appliquée a un réseau trés particulier, le «réseau cosmologique», et les grandes théo-
ries actuelles de la physique du Macrocosme et du Microcosme, comme les Equations de
Maxwell, la Relativité Restreinte, la Gravitation Newtonienne, la Relativité Générale, la Cosmo-
logie Moderne, la Physique Quantique et le Modeéle Standard des particules élémentaires.

Le “réseau cosmologique” et son équation de Newton

La premiere section (A) est dédiée a I'introduction du «réseau cosmologique».

Par lintroduction de propriétés élastiques assez particulieres d’expansion volumique, de ci-
saillement et surtout de rotation, exprimées par unité de volume de réseau dans I'énergie libre,
on obtient un réseau imaginaire possédant une équation de Newton trés particuliere, dans la-
quelle il apparait notamment un terme inédit de force, qui est directement lié a I'’énergie de dis-
torsion due aux singularités contenues dans le réseau, et qui sera appelé a jouer par la suite un
rle fondamental dans les analogies avec la Gravitation et avec la Physique Quantique.

On montre alors que la propagation d’ondes dans ce réseau cosmologique présente des parti-
cularités intéressantes: la propagation d’ondes transversales de polarisation linéaire y est tou-
jours associée a des ondelettes longitudinales, et la propagation d’ondes transversales pures
ne peut se faire que par des ondes de polarisation circulaire (ce qui aura un lien direct avec les
photons). D’autre part, la propagation d’ondes longitudinales peut disparaitre au profit de I'ap-
parition de modes de vibrations longitudinales localisées (ce qui aura un lien direct avec la phy-
sique quantique) dans le cas ou I'expansion volumique du milieu est inférieure a une certaine
valeur critique.

Ensuite, le calcul de la courbure des rayons d’onde au voisinage d’une singularité de I'expan-
sion volumique du réseau permet de trouver des conditions auxquelles doit satisfaire le champ
d’expansion d’une singularité pour qu’il apparaisse un piége qui capture les ondes transver-
sales, autrement dit un «trou noir».

Finalement, on montre qu’un tel réseau cosmologique, fini dans I'espace absolu, peut présenter
une expansion et/ou une contraction volumique dynamique moyennant qu'’il contienne une cer-
taine quantité d’énergie cinétique d’expansion, phénomene tout a fait similaire a I'expansion
cosmologique de I'Univers. Suivant les signes et les valeurs des modules élastiques, plusieurs
types de comportements cosmologiques du réseau sont possibles, dont certains présentent les
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phénomenes de big-bang, d’inflation rapide et d’accélération de la vitesse d’expansion, et qui
peuvent étre suivis pour certains cas d’une re-contraction du réseau conduisant a un phéno-
meéne de big-bounce.

On en déduit que c’est I'énergie élastique d’expansion contenue dans le réseau qui est respon-
sable de ces phénomeénes, et notamment de I'accroissement de la vitesse d’expansion, phé-
nomene qui est observé sur I'Univers actuel par les astrophysiciens et qui est attribué par eux a
une hypothétique «énergie noire».

Equations de Maxwell et relativité restreinte

La deuxieme section (B) est dédiée aux Equations de Maxwell et a la Relativité Restreinte.

On commence par montrer que I'équation de Newton du réseau cosmologique peut étre sépa-
rée en une partie rotationnelle et une partie divergente, et que la partie rotationnelle fait appa-
raitre un set d’équations pour le champ de rotation macroscopique parfaitement identique a
’ensemble des équations de Maxwell de I'électromagnétisme.

On montre ensuite que I'’équation de Newton peut aussi étre séparée de maniére différente en
deux équations partielles de Newton qui permettent d’une part de calculer les champs de dis-
torsion élastique associés aux singularités topologiques, et d’autre part de calculer les perturba-
tions de I'expansion volumique associées aux énergies élastiques de distorsion des singularités
topologiques. En se servant de la premiére équation partielle de Newton, on peut alors s’atta-
quer aux calculs des champs et énergies de distorsion élastique des singularités topologiques
au sein d’un réseau cosmologique. On montre ainsi qu’il est possible de trouver des conditions
sur les modules élastiques de ce réseau telles qu’il est possible d’attribuer de maniére tout a
fait classique une masse d’inertie aux singularités topologiques, qui satisfait foujours la fa-
meuse formule d’Einstein E, = M c”.

Puis on démontre que les singularités topologiques satisfont aussi une dynamique typiquement
relativiste lorsque leur vitesse devient proche de la célérité des ondes transversales.

Sur ces bases, on finit par une discussion de I'analogie entre notre théorie et la théorie de la
Relativité Restreinte. On constate que le réseau cosmologique se comporte en fait comme un
éther, dans lequel les singularités topologiques satisfont exactement les mémes propriétés que
celles de la Relativité Restreinte concernant la contraction des régles, la dilatation du temps,
I’expérience de Michelson-Morley et l'effet Doppler-Fizeau. L'existence du réseau cosmolo-
gique permet alors d’expliquer trés simplement certains c6tés un peu obscurs de la relativité
restreinte, comme le fameux paradoxe des jumeaux.

Gravitation, relativité générale , interaction faible et cosmologie

La troisieme section (C) est dédiée a la Gravitation et a la Cosmologie.

On montre que les perturbations du champ d’expansion associées a une singularité topolo-
gique localisée sont en fait I'expression de l'existence d’un «champ gravitationnel» externe sta-
tique a longue distance de cette singularité, tant que celle-ci posséde une densité d’énergie ou
une densité de charge de rotation inférieure a une certaine valeur critique.

Grace a la deuxieme équation partielle de Newton, on commence par calculer les champs ex-
ternes de perturbations d’expansion, c’est-a-dire les champs externes de gravitation associés a
des singularités topologiques macroscopiques localisées, soit d’énergie élastique de distorsion
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donnée, soit de charge de courbure donnée, soit de charge de rotation donnée.

Dans la foulée, on décrit aussi des singularités macroscopiques lacunaires ou interstitielles,
pouvant apparaitre au sein du réseau sous la forme d’un trou dans le réseau ou d’un encas-
trement interstitiel d’'un morceau de réseau, qui s’avéreront par la suite des candidates idéales
pour expliquer les trous noirs et les pulsars de I'Univers.

En appliquant les calculs du champ de gravitation externe des singularités topologiques aux
singularités microscopiques sous forme de boucles de désinclinaison vis, de boucles de dislo-
cation coin ou de boucles de dislocation mixtes, on déduit 'ensemble des propriétés de ces
boucles. Il apparait alors la notion de «masse de courbure» des boucles de dislocation coin, qui
correspond a la masse équivalente associée aux effets gravitationnels de la charge de cour-
bure de ces boucles, et qui peut étre positive (dans le cas de boucles de nature lacunaire) ou
négative (dans le cas de boucles de nature interstitielle). En fait, la charge de courbure et la
masse de courbure qui lui est associée n’apparaissent dans aucune autre théorie physique, ni
dans la Relativité Générale, ni dans la Physique Quantique, ni dans le Modeéle Standard des
particules élémentaires. Mais dans notre théorie, c’est précisément cette masse de courbure
qui sera responsable de I'apparition d’'une faible asymétrie entre les particules (contenant hypo-
thétiquement des boucles coin de nature interstitielle) et les anti-particules (contenant hypothé-
tiqguement des boucles coin de nature lacunaire), et qui jouera un role capital dans I'’évolution
cosmologique des singularités topologiques.

En considérant alors les interactions gravitationnelles existant entre singularités topologiques
composées essentiellement de boucles de désinclinaison vis, on peut déduire les comporte-
ments des regles et des horloges locales d’observateurs locaux en fonction du champ d’expan-
sion local qui régne au sein du réseau cosmologique. On montre alors que pour tout observa-
teur local, et quelle que soit la valeur de I'expansion volumique locale du réseau, les équations
de Maxwell restent toujours parfaitement invariantes, de sorte que, pour cet observateur, la vi-
tesse des ondes transversales est une constante, alors que celle-ci dépend fortement de I'ex-
pansion volumique locale si elle est mesurée par 'observateur extérieur au réseau.

On montre ensuite que les interactions gravitationnelles ainsi obtenues présentent des analo-
gies trés fortes avec la Gravitation de Newton et avec la Relativité Générale d’Einstein, et on
discute en détail les points parfaitement analogues, comme I'analogie parfaite avec la métrique
de Schwarzschild & grande distance d’un objet massif et la courbure des rayons d’onde par un
objet massif.

Mais on montre que notre théorie eulérienne du réseau cosmologique apporte aussi des élé-
ments nouveaux a la théorie de la Gravitation, notamment des modifications a trés courte dis-
tance de la métrique de Schwarzschild et une meilleure compréhension des rayons critiques
associés aux trous noirs: les rayons de la sphere des perturbations et du point de non-retour y
=2GM /c*, etle
rayon limite pour lequel la dilatation du temps de I'observateur tendrait vers I'infini devient nul,

sont tous deux semblables et égaux au rayon de Schwarzschild Ry, ...
de sorte que notre théorie n’est pas limitée pour la description d’'un trou noir au-dela de la
sphere de Schwarzschild.

On dresse ensuite un tableau complet de foutes les interactions gravitationnelles existant entre
les diverses singularités topologiques d’un réseau.

En considérant alors des singularités topologiques formées du couplage d'une boucle de dés-
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inclinaison vis avec une boucle de dislocation coin, qui sont appelées des boucles de dispira-
tion, il apparait une force d’interaction similaire a un potentiel de capture, avec une portée trés
faible, qui permet des interactions entre boucles présentant une analogie parfaite avec les in-
teractions faibles entre particules élémentaires du Modéle Standard.

Sur la base des comportements cosmologiques du réseau décrits dans la section (A), et les
interactions gravitationnelles entre singularités topologiques décrites dans la section (C), on
peut alors imaginer un scénario tres plausible d’évolution cosmologique des singularité topolo-
giques conduisant a la structure actuelle de notre Univers. Ce scénario permet de donner une
explication simple a plusieurs faits encore mal compris, comme la formation des galaxies, la
disparition de I'anti-matiére, la formation de gigantesques trous noirs au coeur des galaxies, et
méme la fameuse «masse noire» que les astrophysiciens ont dd inventer pour expliquer le
comportement gravitationnel des galaxies. Dans notre théorie, la «masse noire» serait en fait
une mer de neutrinos répulsifs dans laquelle auraient précipité et baigneraient les galaxies. En
effet, dans le cas des boucles de dislocation coin les plus simples, analogiquement similaires
aux neutrinos, la «masse de courbure» domine la masse d’inertie, de sorte que les neutrinos
devraient étre les seules particules gravitationnellement répulsives, alors que les anti-neutrinos
seraient quant a eux gravitationnellement attractifs. C’est cette particularité étonnante qui per-
mettrait la formation d’'une mer de neutrinos répulsifs jouant le réle de «matiére noire» pour les
galaxies, de par la force de compression qu’ils exercent sur la périphérie des galaxies.
Finalement, on montre comment on peut traiter la constante de Hubble, le «redshift» des ga-
laxies et I'évolution du fond diffus de rayonnement cosmologique dans le cadre de notre théorie
eulérienne du réseau cosmologique.

Mécanique quantique, spin des particules et photons

La quatriéme section (D) est dédiée a la Physique Quantique et au Modéle Standard des parti-
cules élémentaires.

Dans le cas ou la densité d’énergie ou la densité de charge de rotation d’'une singularité topolo-
gique devient supérieure a un certaine valeur critique, le champ d’expansion associé a cette
singularité topologique localisée devient une perturbation dynamique de I'expansion, qui fera
apparaitre des comportements quantiques de cette singularité. La valeur critique de la densité
d’énergie ou de la densité de charge de rotation devient alors une grandeur extrémement im-
portante puisqu’elle correspond en fait a une valeur quantitative qui définit la fameuse limite de
décohérence quantique, c’'est-a-dire la limite de passage entre un comportement classique et
un comportement quantique d’une singularité topologique.

On commence par utiliser la deuxieme équation partielle de Newton, dans le cas dynamique,
pour montrer qu’il existe aussi des fluctuations gravitationnelles longitudinales dynamiques as-
sociées aux singularités topologiques mobiles au sein du réseau. En conjecturant des opéra-
teurs similaires a ceux de la physique quantique, on montre alors que la deuxieme équation
partielle de Newton permet de déduire les fluctuations gravitationnelles associées a une singu-
larité topologique se déplacant quasi-librement & des vitesses relativistes au sein du réseau.
Dans le cas de singularités topologiques non relativistes liées par un potentiel, on montre que
la deuxiéme équation partielle de Newton appliquée aux fluctuations gravitationnelles longitudi-
nales associées a ces singularités conduit trés exactement a I'équation de Schrédinger de la



introduction Xiii

physique quantique, ce qui permet de donner pour la premiére fois une interprétation physique
simple et réaliste de I'’équation de Schrddinger et de la fonction d’onde quantique: /a fonction
d’'onde quantique déduite de I'équation de Schrédinger représente I'amplitude et la phase des
vibrations gravitationnelles longitudinales associées a une singularité topologique du réseau
cosmologique.

Toutes les conséquences de I'’équation de Schrédinger apparaissent alors avec une explication
physique simple, telles que I’équation d’'onde stationnaire d’une singularité topologique placé
dans un potentiel statique, le principe d’incertitude d’Heisenberg et l'interprétation probabiliste
du carré de la fonction d’onde.

Dans le cas ou les fluctuations gravitationnelles d’expansion de deux singularités topologiques
sont couplées, il apparait aussi assez simplement les concepts de bosons et de fermions, ainsi
que le principe d’exclusion de Pauli.

Au coeur méme d’une boucle de singularité topologique, on montre qu’il ne peut pas exister de
solutions statiques a la deuxiéme équation partielle de Newton pour les fluctuations gravitation-
nelles longitudinales. Il devient par conséquent nécessaire de trouver une solution dynamique a
cette équation, et la solution dynamique la plus simple qu’il est possible d’envisager est que la
boucle tourne sur elle-méme. En résolvant ce mouvement de rotation avec la deuxieme équa-
tion partielle de Newton, qui n’est en ce cas dynamique rien d’autre que I'’équation de Schré-
dinger, on obtient la solution quantifiée des fluctuations gravitationnelles internes a la boucle,
qui n’est rien d’autre que le spin de la boucle, qui peut prendre plusieurs valeurs différentes
(172, 1, 3/2, etc.) et qui est parfaitement similaire au spin des particules du Modele Standard. Si
la boucle est composée d’une boucle de désinclinaison vis, il apparait aussi un moment ma-
gnétique de la boucle, proportionnel au célébre magnéton de Bohr. Le fameux argument des
pionniers de la physique quantique selon lequel le spin ne peut en aucun cas étre une rotation
réelle de la particule sur elle-méme a cause d’une vitesse équatoriale de rotation supérieure a
la célérité de la lumiére est balayé dans notre théorie par le fait que I'expansion statique au voi-
sinage du coeur de la boucle est trés élevée, ce qui conduit a des célérités de la lumiere au
voisinage du coeur de la boucle beaucoup plus élevées que la vitesse équatoriale de rotation
de la boucle.

Dans cette argumentation sur la nécessité absolue d'un spin des boucles de singularité pour
satisfaire la deuxieme équation partielle de Newton, seule la valeur exacte du spin d’une
boucle, a savoir les valeurs 1/2 ou 1, ne trouve pas pour l'instant d’explication simple.

On finit par montrer comment construire un paquet d’ondes transversales pures de polarisation
circulaire et pourquoi il apparait une quantification de I'énergie de ces fluctuations. Ces paquets
d’onde forment des quasi-particules qui ont des propriétés parfaitement similaires aux proprié-
tés quantiques des photons: polarisation circulaire, masse nulle, quantité de mouvement non
nulle, non-localité, dualité ondes-corpuscules, intrication et phénomene de décohérence.

Modeéle standard des particules élémentaires et force forte

Dans la derniére partie de cette section (D), on recherche les ingrédients qu’il faudrait ajouter
au réseau cosmologique pour retrouver une analogie avec les diverses particules du Modéle
Standard. On montre qu’en introduisant dans un réseau cubique des familles de plans (qu'on a
imaginairement «colorés» en rouge, vert et bleu) qui satisfont a certaines régles simples
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concernant leur arrangement et leur rotation, on retrouve des boucles topologiques parfaite-
ment analogues a toutes les particules, leptons et quarks, de la premiere famille de particules
élementaires du Modele Standard, ainsi que des boucles topologiques analogues aux bosons
intermédiaires du Modele Standard. |l apparait aussi spontanément une force forte, au sens
d’'une force qui présente un comportement asymptotique, entre les boucles analogues aux
quarks, qui sont alors obligées de se regrouper en friplets pour former des assemblages de
boucles analogues aux baryons, ou en doublets pour former des assemblages de boucle-anti-
boucle analogues aux mésons. De plus, on retrouve aussi des boucles topologiques «bi-cou-
leur» qui correspondent parfaitement aux gluons associés a la force forte dans le Modéle Stan-
dard.

Pour expliquer alors I'existence de trois familles de quarks et leptons dans le Modéle Standard,
on montre que l'introduction d’'une structure topologique plus complexe des boucles coin, ba-
sées sur 'assemblage d’'une paire de boucles de désinclinaison coin, permet d’expliquer de
maniére satisfaisante I'existence de trois familles de particules d’énergies trés différentes.
Finalement, on discute de l'intérét de cette analogie forte entre les singularités topologiques
d’'un modele de réseau cosmologique cubique «coloré» et les particules élémentaires du Mo-
déle Standard, puis on discute des questions encore en suspens concernant cette analogie.

Fluctuations quantiques du vide, théorie cosmologique de multi-univers et gravitons

La cinquieme section (E) est dédiée a quelques conséquences trés hypothétiques du réseau
cosmologique parfait associées aux fluctuations gravitationnelles pures.

On peut imaginer I'existence de fluctuations longitudinales pures au sein du réseau cosmolo-
gique qui peuvent étre traitées, soit comme des fluctuations gravitationnelles aléatoires qui
pourraient avoir une analogie avec les fluctuations quantiques du vide, soit comme des fluctua-
tions gravitationnelles stables, qui pourraient conduire a I'’échelle macroscopique a une théorie
cosmologique de Multi-Univers, et a I’échelle microscopique a I'existence d’une forme de quasi-
particules stables qu’on pourrait appeler des gravitons, par analogie avec les photons, mais qui
n’ont en fait rien de commun avec les gravitons usuellement postulés dans le cadre de la Rela-
tivite Générale.

On termine ce livre par une conclusion dans laquelle on reléve les rOles centraux joués par
I’équation de Newton et par la structure microscopique du réseau cosmologique. On y met en
évidence les nombreux points positifs, mais aussi les points encore obscurs, qui sont apparus
tout au long de cet essai dans I'analogie développée entre le réseau cosmologique newtonien
et les grandes théories actuelles de la physique.
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Chapitre 1
Distorsions d’un réseau

On introduit dans ce chapitre une description des réseaux solides déformables
dans le systéeme des coordonnées d’Euler. A partir de la définition du champ de
vitesse moyenne @ des sites d’un réseau dans le référentiel absolu d’'un observa-
teur GO, on déduit un scalaire d’expansion volumique T et un vecteur de rotation
@, qui satisfont des équations géométrocinétiques d’évolution spatio-temporelle.
On montre alors que ces deux entités ne sont rien d’autre que la trace et la partie
anti-symétrique d’un tenseur plus général appelé tenseur des distorsions, qui sera
représenté en notation vectorielle par Bl. et qui satisfait lui aussi une équation
géométrocinétique en coordonnées d’Euler. De ce tenseur, on déduira encore un
tenseur de déformation &€ et un tenseur de cisaillement ¢, du réseau solide.
Ensuite, par quelques exemples simples de champs de vitesse (E(F,t) propres a
divers mouvements connus du milieu, on vérifie que les tenseurs topologiques B,- ,
g, 0,, ® et T décrivent parfaitement les distorsions, les déformations, les ci-
saillements, les rotations et les expansions volumiques pouvant apparaitre au sein
d'un réseau solide.

1.1 - Evolution spatio-temporelle d’'un milieu solide déformable

Si un observateur, que nous appellerons Grand Observateur GO, désire décrire dans son labo-
ratoire I'évolution spatio-temporelle d'un certain milieu continu qui se déplace dans I'espace par
translation et rotation, et qui, de plus, peut se déformer au cours du temps (figure 1.1), il faut en
premier lieu qu'il définisse le type de cinétique a utiliser. En prenant pour axiome de base que
I'évolution spatio-temporelle du milieu est décrite par une cinétique galiléenne, c'est-a-dire une
cinétique satisfaisant la transformation de Galilée, et par conséquent le principe d'additivité des
vitesses, l'observateur GO peut décrire cette évolution sur la base du référentiel absolu de son
laboratoire. Ce référentiel est composé d'un repére euclidien orthonormé Q& E,E, , clest-a-dire
de trois régles de longueur unité, perpendiculaires entre elles (€,,€,,€,), et d'une horloge uni-
verselle assurant que le temps ¢ est mesuré de maniére identique en tout lieu de son labora-
toire (figure 1.1).

Pour décrire simplement et complétement I'évolution spatio-temporelle du milieu continu, I'ob-
servateur peut se servir d’'un systéme de coordonnées de Lagrange. En premier lieu, il procéde
a un marquage du milieu matériel a I'instant initial # =0 a l'aide d’un quadrillage de points P, .
Ensuite, il peut définir un repere local Ox,x,x, immobile, situé au point repéré par Eo dans le
référentiel de son laboratoire. En munissant ce repére fixe Ox,x,x; de régles de longueur unité
(é,,€,,6,), et en l'orientant judicieusement par rapport a la position initiale du milieu a I'instant
t =0, il peut mesurer /la position de tous les points P, du milieu a l'instant initial # =0 & I'aide
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de vecteurs 7 . Aun instant £ >0, un point P, du milieu se sera déplacé en P, et I'observa-
teur peut alors relier le point P, au point P a l'aide d'un vecteur i , qui est appelé le vecteur
de déplacement du point P, . Comme ce vecteur dépend de la position initiale 7 du point P, et
du temps 7, 'ensemble des vecteurs 1 (7,t) repérant tous les points du milieu est appelé le
champ de déplacement du milieu en coordonnées de Lagrange.

Le concept de milieu continu a I’échelle macroscopique

En utilisant I'expression de milieu continu, il a été fait appel a un concept intuitif, a savoir que le
milieu ne présente, a I'échelle macroscopique ou il est observé, ni structure discontinue a I'état
statique, ni apparition de discontinuités, telles que des déchirures, des ruptures locales ou des
formations de cavités au cours de son évolution spatio-temporelle.

©
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Figure 1.1 - évolution spatio-temporelle d’un milieu matériel dans le référentiel absolu

De I'observation macroscopique du comportement du milieu, et notamment de la continuité du
champ de déplacement U , il est possible d'attribuer des qualificatifs au milieu observé. Si le
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milieu présente un champ de déplacement 1 parfaitement continu au cours de son évolution
spatio-temporelle, il est qualifié de milieu solide. 1l a alors la propriété macroscopique de possé-
der une forme qui lui est propre et qu'il est difficile de modifier. Si, par contre, le milieu présente
un champ de déplacement 1 discontinu, formant au cours du temps un enchevétrement inex-
tricable, il est qualifié de milieu fluide. Celui-ci présente la propriété macroscopique de s'écouler
et doit par conséquent étre maintenu dans un récipient dont il épouse la forme. En ce cas, le
champ de déplacement i perd toute signification physique, et seule la vitesse (?)(é,t) du fluide
situé a l'instant ¢ a la coordonnée d'espace E du référentiel absolu conserve un sens phy-
sique. Dans ce traité, nous nous intéresserons essentiellement au cas du milieu solide.

Le concept de réseau solide a I’échelle microscopique

Le concept de milieu continu solide défini ci-dessus ne s'applique que lorsque ce milieu est ob-
servé a une échelle macroscopique. En effet, un agrandissement du méme milieu & une échelle
suffisamment microscopique fera apparaitre une collection discontinue d'objets (fig. 1.1), aux-
quels on attribuera dans la suite le nom générique de particules (par exemple des corpuscules,
des atomes, des molécules, etc.). On en conclue logiquement que les propriétés phénoménolo-
giques globales observées a I'échelle macroscopique ou le milieu parait continu sont en fait des
effets statistiques résultant du grand nombre de particules interagissant entre elles a I'échelle
microscopique.

L'agrandissement du milieu permet aussi de définir certaines caractéristiques microscopiques
importantes du milieu, telles que sa structure, c'est-a-dire la fagon dont sont assemblées entre
elles les particules qui le composent, et sa composition chimique, c'est-a-dire la nature des par-
ticules qui le composent.

Un milieu continu sera dit solide lorsque, a I'échelle microscopique, il correspond a une collec-
tion de particules telle que lidentité des plus proches voisines d'une particule donnée ne
change pas au cours du temps. Autrement dit, chaque particule est reliée a ses plus proches
voisines par des liaisons rigides qui I'empéchent de se mouvoir a grande distance de celles-ci.
Par conséquent, seuls des mouvements relatifs a courte distance de ses plus proches voisines
lui sont autorisés, par I'élasticité des liaisons. Sous I'effet de ces liaisons, on dit que les parti-
cules forment alors un réseau solide.

Les différentes classes de réseau solide

Il est possible de définir différentes classes de réseaux solides, suivant I'arrangement des parti-
cules les unes par rapport aux autres. Si l'arrangement des particules présente un ordre bien
établi, qui se répéte a grande distance par translation d'une cellule élémentaire, on parle d'un
réseau de structure cristalline. Par exemple, le réseau bidimensionnel dessiné a la figure 1.2(a),
et obtenu par la translation d'une cellule unité hexagonale, présente un ordre parfait aussi bien
a longue distance qu'a courte distance.

Certains réseaux solides peuvent présenter des arrangements de particules n'ayant pas d'ordre
a grande distance, mais seulement un certain ordre a courte distance. On parle dans ce cas
d'un réseau de structure amorphe. L'exemple bidimensionnel reporté a la figure 1.2(b) repré-
sente un réseau amorphe de particules, obtenu par pavage de la surface avec des pentagones,
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des hexagones et des heptagones irréguliers, dont les c6tés ont une longueur fixe. L'ordre a
courte distance du réseau amorphe transparait dans le fait que chacune des particules a exac-
tement trois plus proches voisines.

Il peut aussi exister des réseaux solides dont I'arrangement des particules ne présente pas
d'ordre par translation a longue distance, mais un certain ordre par rotation. On parle en ce cas
d'un réseau de structure quasi-cristalline, dont I'exemple de la figure 1.2(c) montre clairement
I'absence d'ordre par translation a grande distance.

(a)

Figure 1.2 - réseaux bidimensionnels cristallin (a), amorphe (b) et quasi-cristallin (c) et (d)

Ce réseau est obtenu par un pavage bidimensionnel a l'aide de deux types de losanges
d'angles au sommet différents (pavage de Penrose). A premiére vue, ce réseau semble
amorphe. Mais I'analyse plus détaillée de la figure 1.2(d) montre que les particules s'alignent
sur des droites paralléles entre elles. Les distances entre particules alignées sur une droite,
ainsi que les distances entre les droites paralléles, ne sont pas régulieres. Il existe en fait cing
directions privilégiées pour l'orientation de ces alignements de particules. Cette structure quasi-
cristalline bidimensionnelle présente donc une forme de symétrie par rotation d'ordre cing, qui
est interdite dans le cas d'une structure cristalline obtenue par translation d'un motif de base.
Les exemples donnés a la figure 1.3 sont des représentations bidimensionnelles. Il faut donc
encore géenéraliser ces notions a l'espace tridimensionnel. A trois dimensions, les réseaux cris-
tallins sont constitués par la translation d'une cellule élémentaire tridimensionnelle qui est appe-
Iée la maille du réseau (figure 1.3). Les réseaux cristallins peuvent étre classés suivant les opé-
rations de symétrie de rotation, de réflexion et d'inversion par rapport a un point qu'il est pos-
sible d'appliquer a la maille élémentaire du réseau. Ces opérations de symétrie conduisent a
I'existence de quatorze réseaux de Bravais, qui sont représentés dans la figure 1.3.

Les quatorze réseaux de Bravais peuvent encore étre décomposés en sept systémes cristallins
en considérant la fagon dont I'espace est pavé par la maille élémentaire. Pour certains de ces
sept systémes cristallins, il peut exister différents types de réseaux (P, C, | ou F), qui corres-
pondent aux différents motifs de remplissage de la maille élémentaire par les particules.
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Il est intéressant de noter que le motif de remplissage d’'une maille par les particules peut
conduire a différentes valeurs du nombre de sites substitutionnels propres a chaque maille et
pouvant contenir une particule liée. Par exemple, dans le cas des structures cubiques représen-
tées a la figure 1.3, le nombre de sites propre a une maille est de 1 pour le systeme cubique
simple, de 2 pour le systéme cubique centré et de 4 pour le systéme cubique a faces centrées.

triclinique
¢
a
monoclinique
PetC
(P) ©
(P) (&)
orthorhombique
P,C,1etF
(D (F)
tetragonal
Petl
(P) (D

rhomboédrique
(trigonal)

hexagonal

cubique simple cubique centré cubique a face
(P) ) centrée (F)

Figure 1.3 - les sept systemes cristallins et les quatorze réseaux de Bravais

Dans le cas de milieux solides non ordonnés, comme les milieux amorphes, les milieux quasi-
cristallins ou les milieux polycristallins a grains trés fins, la notion de maille de réseau n'a plus
de signification. Par contre, le concept de site de réseau conserve une signification physique
précise, méme s'il n'existe pas une maille élémentaire unique.
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Le concept de singularités topologiques d’un réseau solide

Dans le cas d'un réseau solide ordonné, il apparait encore des défauts de structure dans l'as-
semblage régulier des particules en réseau. Ces défauts de structure ont des origines diverses,
telles que des irrégularités dans I'espece chimique des objets composant le réseau, ou des sin-
gularités topologiques, c’est -a-dire des irrégularités dans la structure topologique du réseau, et
ils peuvent étre classés en défauts ponctuels, linéaires ou plans suivant leur topologie dans le
réseau.

C'est aussi par des observations de la dynamique a I'échelle microscopique, au cours de I'évo-
lution spatio-temporelle macroscopique du réseau, qu'il sera possible de comprendre les rai-
sons objectives de certains comportements macroscopiques. Par exemple, on verra qu'’il existe
des liens étroits entre les propriétés macroscopiques de déformation des réseaux ordonnés et
les distorsions de la maille du réseau induites par la présence de singularités topologiques mo-
biles au sein du réseau, comme des dislocations ou des désinclinaisons.

En conclusion, une description compléte de I'évolution spatio-temporelle d'un réseau pouvant
étre considéré comme continu a I'échelle macroscopique ne peut absolument pas se passer de
la description des phénomeénes intervenant a I'échelle microscopique. La recherche d'une théo-
rie décrivant I'évolution spatio-temporelle macroscopique d'un réseau continu déformable doit
donc se baser sur la définition de champs macroscopiques moyens (de nature scalaire, vecto-
rielle et tensorielle) déduits a partir d'une description statistique de la dynamique a I'échelle mi-
croscopique d'une multitude d’objets interagissant entre eux.

Les systéemes de coordonnées de Lagrange et d’Euler

Pour décrire I'évolution spatio-temporelle d’un milieu continu déformable, il existe deux sys-
témes de coordonnées bien connus : le systéme des coordonnées de Lagrange, utilisé en gé-
néral pour décrire la déformation des solides, et le systeme des coordonnées d’Euler, utilisé en
général pour décrire I'hydrodynamique des fluides.

Le systéme des coordonnées de Lagrange est basé sur la description de I'évolution temporelle
du champ de déplacement (7 ,t) défini précédemment, connaissant les coordonnées initiales
7 de tous les points du solide dans un repére fixe Ox,x,x, du laboratoire de I'observateur,
comme illustré & la figure 1.1.

Quant au systéeme des coordonnées d’Euler, il est basé sur la description de I’évolution tempo-
relle du champ de vitesse ¢(§ t) des points du milieu situés aux coordonnées d’espace 5 et
au temps ¢ dans le repére absolu Q& &, &, du laboratoire de I'observateur.

Le systéme des coordonnées de Lagrange se préte assez bien a la description de I’évolution
des réseaux solides qui se déforment trés faiblement, mais devient parfaitement inutilisable
pour décrire les fortes déformations d’un réseau, ou un réseau contenant des singularités topo-
logiques, alors que le systeme de coordonnées d’Euler est beaucoup plus général, car il se
préte non seulement a la description des fluides, mais aussi a celle des réseaux solides présen-
tant de trés fortes déformations ou contenant des singularités topologiques. C’est pourquoi
nous développons dans cet essai une description eulérienne de I'évolution spatio-temporelle
des réseaux solides déformables.
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1.2 - Définition de grandeurs locales en coordonnées d’Euler

La vitesse locale moyenne (5(17 1)

Dans le cas d'une collection de particules dans l'espace a I'état solide, chaque particule i pos-
séde une vitesse propre V.. Pour déterminer une vitesse locale moyenne des particules, il faut
se fixer un petit élément de volume Vf centré sur la coordonnée d'espace 7 (figure 1.4), puis
mesurer les vitesses v, de toutes les particules contenues dans le volume fixé V, . Si le
nombre instantané de particules dans ce volume Vf estégala N, etque N est suffisamment
grand, la vitesse moyenne @ al'endroit 7 et a l'instant ¢ peut étre définie par l'expression sui-

vante

. 1 R

$=0GF.0)=— Y () (1.1)
Nier

Si une vitesse moyenne ¢ différente de zéro est mesurée, cela signifie aussi que, pour chaque
particule i, il est possible de trouver une fluctuation A\Z. a la vitesse moyenne ¢ par la relation

~ 1
V=g+AT, = — D AV(1)=0 (1.2)
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Figure 1.4 - recherche de la vitesse locale moyenne d’un réseau sur le volume Vf

Dans un réseau solide, I'existence d'une vitesse moyenne g/?(?,t) différente de zéro implique
que le réseau solide de particules est soumis a un mouvement collectif. La vitesse (E(F ,1) re-
présente donc la vitesse locale moyenne de déplacement des particules liées aux sites du ré-
seau, donc /a vitesse moyenne des sites du réseau (figure 1.5), alors que les AV, sont des fluc-
tuations de vitesse des particules liées au réseau autour de chacun de ces sites. Par exemple,
dans un solide réelle, de telles fluctuations sont dues aux mouvements désordonnés de I'agita-
tion thermique des particules qui sont en relation directe avec la température du milieu.



10 chapitre 1

5 A
é. m -
) B o 00
t - |
0o ¢ GO X,
é

Figure 1.5 - vitesse moyenne du mouvement collectif des sites d’un réseau solide

La densité locale n(r ,t)

Hormis la vitesse moyenne locale E)(F ,t) des sites d'un réseau macroscopiquement continu, il
est une autre grandeur qui sera appelée a jouer un rdle fondamental en coordonnées d'Euler:
c'est la densité volumique de sites substitutionnels élémentaires du réseau, qui sera écrite avec
le symbole n . Ce choix impliquera alors de définir toutes les grandeurs physiques caractérisant
le réseau solide comme des valeurs moyennes prises sur chaque site du réseau. |l est clair
aussi que, dans le cas de réseaux non ordonnés, la grandeur n peut aussi étre reliée a la den-
sité volumique de sites éléementaires du réseau non ordonne.

Cette densité est une grandeur locale moyenne, qui s'exprime en fonction de 7 et de ¢
n=n(r,t) (1.3)
La grandeur n doit satisfaire une équation de continuité. Pour exprimer cette équation, il faut
considérer un volume V_ mobile a vitesse (5 avec le réseau. Le nombre total N de sites ou
de noeuds de réseau contenus dans le volume V est donné par

N= J.”ndV (1.4)
Vin

Au cours du temps, ce nombre total N ne peut varier que s'il existe, au sein du volume V,_,
des sources de sites de réseau, puisque le volume V, suit le milieu a vitesse ¢ . L'équation de
continuité s'écrit donc en égalant la variation temporelle de N avec un terme de source S,

dN d
v = Jffs.av

Dans cette relation, S, est le terme de source volumique de sites de réseau, c'est-a-dire le
nombre de sites de réseau créés ou annihilés par unité de volume et par unité de temps au sein
du réseau considéré.

Avec les propriétés de dérivation (A.58) sur un volume mobile, I'expression (71.5) se transforme
en une équation intégrale
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Q’j[g—% div(m})}dV =] VHS dv 6

qui doit étre vraie quel que soit le volume mobile V, choisi, de sorte que I'équation de continui-
té locale pour n s'écrit

on -

—=S —div(ng (1.7)
y (n9)

Cette équation démontre l'existence d'un lien trés étroit entre la densité n(r,t) de sites du ré-
seau et la vitesse moyenne @(7,t) des sites de réseau. Quant a la possibilité d'existence d'une

source S, de sites de réseau, il en sera discuté ultérieurement.

La dérivé particulaire en coordonnées d’Euler

La relation (1.7) peut étre transformée en développant I'argument de la divergence

%:sn_ndiva_agmn (1.9
t

puis en utilisant l'opérateur V , défini a la section A.3

3—’:+(W)n=5n — ndive (1.9)

Il est ici possible d'introduire un opérateur extrémement important en coordonnées d'Euler, ap-
pelé la dérivée particulaire et représenté par l'expression en dérivés droites d / dt définie

comme

d 9 -=

L= Vv :
7 at+(¢) (1.10)

Cet opérateur correspond a la dérivée temporelle de la grandeur concernée le long de la trajec-
toire des sites de réseau du milieu. |l consiste en fait a effectuer la dérivation totale par rapport
au temps de n(7,t), comme le montrent les égalités suivantes

dn on on dx, Oon on on =
a o ~ox, ot Ot +Zax,, ¢' ot @V (-

i
Avec cet opérateur, I'équation de continuité pour n peut se présenter sous la forme d'une déri-
vée le long de la trajectoire

dn _ S —ndive (1.12)
dt

L'équation de continuité pour la densité n de sites de réseau est fondamentale, car c'est sur
elle que va reposer toute la description des réseaux solides en coordonnées d'Euler.

La non-commutativité des opérateurs de temps et d'espace en coordonnées d'Euler

En coordonnées d'Euler, le principal opérateur de temps, a savoir la dérivée particulaire d / dt
le long de la trajectoire du milieu, ne commute en général pas avec les opérateurs d'espace, a
savoir Tot , g?la et div. Cette importante propriété des opérateurs peut étre vérifiée. En effet,
pour un vecteur A défini au sein du milieu, il vient
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rot(cji—?j _ ﬁ{%_fﬂqzv);x}: 255 A 39+ V)
(1.13)

k

a(%}a[%_ju@v)z}:%(M)+;gr—ac1¢k A2

On en déduit la relation de commutation entre le rotationnel et la dérivé particulaire, qui peut
s'écrire sous la forme

—(dA) d— - —  0A
t| — |——|rotA|] = d — 1.14
ro[dt] (o ) zk:gra ¢k/\axk (1.14)

Des expressions similaires peuvent étre trouvées en ce qui concerne le gradient d'un scalaire
B ou la divergence d'un vecteur A

——(dB d —— —— 0B

rad| — |——(grad B) = rad ¢, — 1.15

g (dt) dt(g ) ;g Fm (1.15)
dA\ d - . 0A

div| — |——(divA )= rad ¢, — 1.16
(dt] dt( ) zk:g i ox, e

1.3 - Equations géométrocinétiques eulériennes

Une définition de I'expansion volumique d'un réseau

La densité volumique n de sites substitutionnels du réseau solide présente un lien direct avec
la notion d'expansion volumique du milieu, puisque n — 0 pour les expansions intenses et
n — oo pour les contractions intenses. Cette notion d'expansion du volume du réseau peut étre
encore mieux exprimée en introduisant une grandeur v définie comme l'inverse de n

v=1/n (1.17)
En effet, cette grandeur v a pour dimension un volume. Elle représente le volume moyen occu-
pé par un site du réseau solide. Ce volume v traduit bien la notion d'expansion volumique du
milieu, puisque v — o pour les expansions intenses et v — 0 pour les contractions intenses.
Mais la relation (1.12) se transforme encore de la fagon suivante

ldn d S -
——=—(Inn+cste) = —=—div 1.18
n dt dt( ) n ¢ e

Dans cette expression, si la constante est choisie égale a —Inn, , il apparait un scalaire 7

sans dimension grace a la relation

n %
T=—-In—=In— (1.19)
nO VO
scalaire qui sera appelé scalaire d'expansion volumique, satisfaisant I'équation géométrocine-
tique suivante
art S .=
dt n
et mesurant cette fois de maniére parfaite la notion d'expansion volumique du réseau, puisque
T — oo pour les expansions intenses (lorsque v — o), T — —oo pour les contractions in-
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tenses (lorsque v —0) et T— 0 lorsque v — v, . De par la construction du scalaire 7, les
constantes v, et n, introduites ici peuvent étre ajustées arbitrairement pour fixer I'état d'ex-
pansion volumique nulle du réseau (T =0).

Une définition de la rotation globale et des contorsions d'un réseau

En présence d'un champ de vitesse 5(?,t) non homogene dans l'espace, le réseau peut pré-
senter, en plus des expansions volumiques, des mouvements correspondant a une rotation glo-
bale et des rotations locales, impliquant des contorsions (flexions et torsions) dans l'espace.
Pour expliciter ces comportements de rotation, il faut chercher a déterminer la vitesse angulaire
locale moyenne du réseau. Pour cela, il suffit dimaginer au sein du réseau un cercle de dia-
métre R centré sur le point O' de coordonnées 7, et orienté perpendiculairement a I'axe Ox,
comme le montre la figure 1.6. La vitesse tangentielle moyenne (¢) le long de ce cercle s'écrit

(9)= —95(/>d” (1.21)

Si le milieu effectue au point Q' une rotation locale (ou globale) autour de I'axe Ox, , la vitesse
tangentielle moyenne (q)> ainsi calculée sera différente de zéro. La vitesse angulaire moyenne
<9k> du réseau au point O', autour de l'axe Ox,, s'obtient trés simplement en divisant la vi-
tesse tangentielle moyenne (¢> sur le cercle par le rayon R de ce cercle

(1.22)

(6)=18-

R 2rnR*

Dans cette expression de <9k> , le théoréme du rotationnel (A.38) permet de transformer l'inté-
grale sur le contour circulaire C en une intégrale sur la surface S du cercle

<6 r0t¢dS ——( rotq)dS ]ek (1.23)
X, A <9A>C§
dS, ~Trajectoire de O'
S ' R dr
C A

ch o O(F,1)
~ [ ]
P

e
(0] é'/ GO X,

Figure 1.6 - mesure de la vitesse angulaire de rotation locale du réseau

L'expression entre parenthése n'est rien d'autre que la valeur moyenne de th? sur le disque
de rayon R, de sorte que, en passant a la limite R — 0, il apparait la vitesse angulaire locale
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0, du réseau autour de I'axe Ox, ala coordonnée 7 de l'espace

A B 1 — - 1. —-
0, =—¢, hm(ﬁgrotq)dSkj:Eekrotq) (1.24)

2 " R-0

Le vecteur de vitesse angulaire locale 6 du milieu s'en déduit simplement

X . 1] — -

6= 0 = STotd (1.25)
k

Ce vecteur é permet d'introduire la notion de vecteur de rotation @ . Le long de la trajectoire
du réseau, la variation locale d@ de I'angle de rotation est donnée par d@ = édt, de sorte qu'il
est possible d'écrire une équation géomeétrocinétique similaire a I'expression (1.20) du scalaire
d'expansion volumique, faisant intervenir la dérivée particulaire du vecteur de rotation @

d—wzézlﬁé (1.26)

dt 2

Il est intéressant de constater ici que la variation du scalaire d'expansion volumique T est as-
sociée a l'existence d'une partie divergente du champ de vitesse (5 (1.20), alors que la variation
du vecteur de rotation @ est une conséquence de l'existence d'une partie rotationnelle de ce

méme champ (1.26).
1.4 - Tenseurs eulériens de distorsion

En présence d'un champ de vitesse (?)(F,t) non homogeéne dans l'espace, un réseau peut pré-
senter, en plus d'une translation globale et d'une rotation globale, des mouvements correspon-
dant a des rotations locales (torsions) et a divers types de déformations, comme |'expansion
volumique et le cisaillement.

Pour expliciter en détail ces comportements de rotation et de déformation, que seront appelés
de fagcon générique des distorsions du réseau, il faut décrire précisément les variations spa-
tiales de chacune des composantes du champ de vitesse, et les relier a la variation temporelle
d'une grandeur topologique devant traduire les distorsions du réseau. Une facon élégante de
procéder est de constater que le scalaire d'expansion volumique T et le vecteur de rotation @
définis précédemment satisfont des équations géométrocinétiques qui correspondent en fait a
la trace et a la partie antisymétrique d'une équation géométrocinétique plus générale basée sur
un tenseur d’ordre deux [311 gradient du champ vectoriel de vitesse q3 .

La notation vectorielle et les propriétés de décomposition des tenseurs d’ordre deux

Par commodité, les tenseurs d’ordre deux, comme le tenseur gradient [)’ij , peuvent étre repré-
sentés sous la forme de champs de trois vecteurs. Pour cela, il suffit d’écrire que

?l ﬁll ﬂlz ﬂ13 21
B, |=| By Bn B é, (1.27)
B3 ﬂSI ﬁ32 .333

Nous verrons que cette représentation vectorielle des champs tensoriels est extrémement puis-

N

3

sante et simplifie considérablement l'interprétation physique des champs tensoriels.
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A partir du tenseur eulérien général Bl. des distorsions, on peut espérer décrire vectoriellement
les déformations et les rotations du réseau et surtout en extraire l'information concernant les
différents types de déformation auxquels on a a faire. La seule solution pour cela est d’utiliser
les propriétés mathématiques du tenseur Bl. , telles que la possibilité de le symétriser et d’en
calculer sa trace. C’est ce que nous allons faire en détail dans cette section, et de maniére tout
a fait générale, en oubliant que le tenseur B,. est déduit du champ de vitesse par une équation
géométrocinétique.

L'opération de transposition d'un tenseur correspond a échanger les termes situés symétrique-
ment de part et d'autre de la diagonale. Dans la notation vectorielle des tenseurs, cette opéra-
tion se transcrit de maniere trés simple

- - T —
B = Zﬁik e = [B,} = Zﬂki €, = Zek (Bkei) (1.28)
k k k
Grace aux propriétés (A.24), I'opération de transposition peut aussi s'écrire
- T — — —
[ﬁ,} :zék(éiﬁk):ﬁi-'_éi/\[Zék/\ﬁkj (1.29)
k k
Cette formulation de la transposition correspond en fait a retrancher du tenseur a transposer le

double de sa partie antisymétrique. Ainsi, dans la notation vectorielle, la partie antisymétrique
du tenseur ﬁu peut étre construite sous la forme d'un vecteur @ en écrivant

- 1. =
o= _526" A B, (1.30)
k

On peut vérifier que ce vecteur @ représente bien la partie antisymétrique du tenseur ﬁu ex-
primée sous la forme d'un vecteur car, en composantes, @ s'écrit de la maniére suivante en
utilisant la permutation circulaire sur les indices ijk

- v, = 1 -
w:_azek A By :Zg(ﬁij_ﬁji)ek (1.31)
k k

Pour fabriquer la partie symétrique du tenseur B,. , il suffit d'écrire
~ =S 1= - T - 1. R -
I:ﬁz:| :E{ﬁi+|:ﬁi:| }:ﬁi—l—aei/\(;ek/\ﬁkj (1.32)

En appelant 51. la partie symétrique de Bl. , et en utilisant la relation (1.31), il vient

E=B—-¢ér0 (1.33)
La permutation cyclique sur les indices ijk pour exprimer cette relation en composantes montre
que le tenseur §i représente bien la partie symétrique de /317

- . 1 I | -
€ = ﬁi —AD= ﬁiiel’ +5(ﬂij T ji)ej +5(ﬂik +ﬁki)ek (1.34)

La trace T des tenseurs J3, et €, est définie comme la somme de leurs éléments diagonaux
T:ZEkﬁk :Zﬁkk :ngk zzékgk (1.35)
k k k k

Le tenseur &i obtenu en soustrayant la trace de la partie symétrique ?:,. est appelé la partie
symeétrique transverse du tenseur BU.

D
o, =& — gre,. (1.36)

l
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Il posséde par définition une trace identiquement nulle
trace (&, ) = ), 8,0, = >, 0, =0 (1.37)
k k

De par la définition de l'opération de transposition, il est clair que la transposition d'un tenseur
symétrique ne change pas ce tenseur. Dans le cas du tenseur symétrique €, , cela signifie que

- 1T - o == — . . —
=[g] = €i=2€k(€i8k)=€,-+€,-/\[Zek/\ek] (1.38)
k k
On en déduit que la symétrie des tenseurs El. et &i implique les propriétés suivantes

£ = ZEk (¢€,) et Zék ANE =0 (1.39)
k k

™l

o, = ZEk(Ei&k) et Zék Ao, =0 (1.40)
k k

Les tenseurs eulériens de distorsion, de déformation et de cisaillement

En utilisant la notation vectorielle des tenseurs d’ordre deux, un tenseur de distorsion 3, peut
donc étre introduit en écrivant I'équation géométrocinétique suivante

g, S . —

ﬁ:_ ~é, +grad ¢, (1.41)
dt 3n

Sa trace donne alors I'équation géométrocinétique pour I'expansion volumique T (fig. 1.7)

art S .=

—=——"+divg (1.42)
dt n

et sa partie antisymétrique représente I'équation géométrocinétique pour le vecteur de rotation
o (fig. 1.7)

do 1 —-

— =—r0t@ (1.43)
dt 2

Scalaire d’expansion

dt S . =
—=——"+dive
dt n
Tenseur de distorsion i
. S . —.
ﬂz—i€i+grad(])i .
dt 3n Vecteur de rotation
partie
antisymétrique do 1—-
— =—rot@
a2

Figure 1.7 - trace et antisymétrie de I'équation géométrocinétique

Sur la base des décompositions d’un tenseur d’ordre deux décrites a la section précédente, il
est possible maintenant de définir de maniére générale un tenseur € représentant la partie
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symétrique du tenseur Bi . Il est appelé le tenseur de déformation E‘i , puisque ce tenseur est

€gal au tenseur de distorsion auquel la partie correspondant aux rotations globales et locales

est retirée. |l satisfait I'équation géométrocinétique suivante

& _ 5, z,.+gﬁa¢,.—lam_&u7> (1.44)
dt 3n 2

Finalement, il est possible aussi de définir un tenseur 65[ correspondant a la partie symétrique

transverse du tenseur [3,. Comme ce tenseur est obtenu & partir du tenseur de déformation &,
auquel sa trace T représentant les expansions volumiques est soustraite, il sera appelé le ten-
seur de cisaillement 5(,. . Il satisfait I'equation géométrocinétique

do. —— 1 — = 1 -
—Lt=grad@p. ——eé. ArOt § ——e. div 1.45
o 8 9, 5 € ¢ X ¢ (1.45)

La décomposition compléte du tenseur de distorsion suit le schéma représenté a la figure 1.8,
faisant apparaitre les parties symétrique et antisymétrique, la trace et la partie symétrique
transverse du tenseur.

Tenseur
de distorsion

=!I

symétrie antisymétrie
R _ lw_. =
gi_ﬁi_ ; N a)=——2(3k/\[3k
25
trace
Tenseur g 6) Vecteur
de déformation l de rotation
sans trace trace
~ - 1 _ NC-=- 3 _\C= =
o, =€ ——Te, T—Zekﬂk zekgk
3 7 ?
Tenseur = Scalaire
de cisaillement i T  d’expansion
volumique

Figure 1.8 - décomposition du tenseur eulérien de distorsion

L'ensemble des équations importantes obtenues dans ce chapitre est reporté dans le tableau
1.1. Par des exemples traités dans la suite de ce chapitre, il sera montré I'adéquation de ce sys-
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teme d'équations galiléennes fondamentales pour décrire la géométrocinétique des distorsions
topologiques de n'importe quel réseau solide en coordonnées d'Euler.

Tableau 1.1 - Géométrocinétique des distorsions d’un réseau en coordonnées d’Euler

Définition de I'expansion volumique

%:Sn —div(n(ﬁ) 1) = T=—InZ =~ =
ot n, Vo

Géomeétrocinétique des distorsions

- Ilw. =
i w=—526k/\ﬁk (6)
dap, =——¢ +gradg, @3 kﬁ
dt T=ZEkﬁk=ZEk§k @)
do 1—- k k
— = —rot¢ 4)
a2 I,
gi:Bi_ ;AN 8
ﬂ——i+diwﬁ 5)
dt n - - 1 .
OC,-=8,—§T,- 9)

1.5 - Exemples de champs de vitesse et de distorsion

Par quelques exemples simples de champs de vitesse @(7,t) propres a divers mouvements
connus du réseau, ce paragraphe va permettre de montrer que les tenseurs topologiques 3
€, O,
rotations et les expansions volumiques pouvant apparaitre au sein d'un réseau, y compris dans

I:j t
@ et T décrivent parfaitement les distorsions, les déformations, les cisaillements, les

le cas de distorsions trés importantes de par le fait que tous ces tenseurs tendent vers des va-
leurs infinies lorsque les distorsions deviennent trés importantes .

La translation globale

Soit un champ de vitesse a)(?,t) conduisant a une translation globale du milieu dans la direc-
tion @, ou a est un vecteur constant

¢, 1) =ag(r) (1.46)
A l'aide des équations géométrocinétiques, un tel champ de vitesse conduit aux dérivées parti-
culaires suivantes

dn _dv _dv déd dB, dE da,
dt dt dt dr  dt  dr dr
qui montrent que tous les tenseurs topologiques restent constants le long de la trajectoire du
milieu lors d'une translation globale du milieu dans l'espace.

(1.47)
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La figure 1.9(a) représente un champ de vitesse de translation globale du milieu, dans le cas ou
la direction @ de translation est contenue dans le plan des vecteurs de base ¢, et ¢, . La figure
1.9(b) montre I'évolution temporelle entre deux instants différents (# =0 et ¢ > 0) d'une portion
du milieu initialement carrée sous l'effet de ce champ de vitesse.

sz q—)*(ﬁ ) x2 A
r,t
\ A t=0 B

/
y

y
=1

D >0
(a) (b)

Figure 1.9 - translation globale

La rotation globale

Soit le champ de vitesse suivant
O(F.H=0)AF avec O(1)=dg(r) (1.48)
ou a est un vecteur constant. Ce champ s'exprime en composantes comme

O ,t)= [(a2x3 - 613362)51 + (a3x1 - a1x3)52 + (alx2 - ale)é3 ]g(t) (1.49)
Un tel champ de vitesse correspond a une rotation globale du milieu autour de I'axe du vecteur
a . Les équations géométrocinétiques permettent de déduire que
dn dv drt , dg, da,

_—— e _—

dt dt dt dt dt

et que, par conséquent, le tenseur de déformation Ei , le tenseur de cisaillement &i et le sca-

(1.50)

laire d'expansion volumique T n'évoluent pas le long de la trajectoire du milieu en cas de rota-

tion globale de celui-ci autour d'un axe. L'évolution temporelle de @ se calcule

do 1 — - 1— (= 2\ E

4O _ ot §=—rot (9(1‘)/\1’)29(1‘) (1.51)
dt 2 2

et sa variation temporelle le long de la trajectoire est bien égale a la vitesse angulaire é(t) ,
comme déduit a la section 1.3.

Il est dés lors possible de déduire I'évolution du tenseur /3U le long de la trajectoire du milieu, et
il apparait évidemment qu'en ce cas de rotation globale le tenseur ﬁl] est purement antisymé-

trique
d, . dao _
5 GNg Te (1) (1.52)

La figure 1.10(a) présente le champ de vitesse associé a une rotation globale du milieu, dans le
cas ou la direction a de I'axe de rotation est parallele au vecteur de base ¢, . La figure 1.10(b)
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montre |'évolution spatio-temporelle entre deux instants différents (¢ = 0et ¢ > 0) d'une portion
du milieu initialement carrée sous l'effet d'un tel champ de vitesse.

—
Kyt
Y
=

O(F 1)

(a) (b)

Figure 1.10 - rotation globale

Les allongements et I'expansion volumique

Soit le champ de vitesse associé a des dilatations ou des rétractations homogénes selon les
directions des trois axes de coordonnées

(?)(F,t) = [alxlél +a,x,é, + a3x3§3]g(t) (1.53)

ou les a; sont des constantes.

Avec un tel champ de vitesse, le milieu s'allonge ou se rétrécit selon les trois axes de coordon-
nées, suivant le signe des constantes ¢, . Les équations geométrocinétiques permettent de dé-
duire ﬁlj et €; le long de la trajectoire

dp, _ da,

—=ag(t)e (1.54)
o 8(1)e;

Les tenseurs ﬁ,. et Ei sont symétriques et ne possedent que les composantes de la trace. Il est
donc aisé de calculer I'évolution de 7, traduisant I'expansion ou la contraction volumique du

milieu le long de la trajectoire des points du milieu

dt
E:(a1+a2+a3)g(l‘) (1.55)

D'autre part, il est clair qu'a ce type de déformation par dilatation selon les axes n'est associée

aucune rotation locale au sein du milieu, et cela apparait logiquement au niveau du vecteur @

qui conserve sa valeur initiale tout au long de la trajectoire, puisque

dd
dt

Quant au tenseur ¢, , il ne posséde que des éléments diagonaux, qui prennent aussi une va-

0 (1.56)

leur non nulle dans ce cas, puisqu'il vient, le long de la trajectoire des particules du milieu
da,
dt

A partir de 7(t), les grandeurs n(t) et v(¢) sont déduites par les relations

:|:ai _%(al +a, +a3)}g(t)5,~ (1.57)
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nt)=n,e™ et v(t)=v,e™" (1.58)

Le scalaire T peut aussi s'exprimer en fonction des trajectoires X,(¢) de trois points situés ini-
tialement en X,-O (figure 1.11) sur les trois axes de coordonnées. Pour cela, il faut écrire

T=-In @ 1v(t) 1[1 Av(t)j (1.59)

g Vo Vo

d'ol, comme les volumes v(¢) et v, sont directement proportionnels a HXl.(t) et HXZ.O

(HX(t)J X(t) 21( AX(l)j (1.60)

l l

En utilisant 7 = Zﬁﬁ = il est possible d'exprimer aussi directement f3. et €,

zz’

X.(t AX.(t
=€, =1In )’;0) :ln(l+ Xlg )] (1.61)
x A
t=0
‘X()
el
‘A t>0
o /‘
> 0
o 1 28 %) >
— = x2
e I
XO
x X (1) o(r.1)

Figure 1.11 - allongements selon les axes de coordonnées

Les éléments diagonaux f3; et &, mesurent par conséquent les allongements ou les rétrécis-
sements dans les trois directions de l'espace, par dilatation ou contraction des longueurs selon
les trois axes de coordonnées, alors que la trace T mesure la variation de volume du milieu par
expansion ou contraction volumique.

A noter que si les déformations par dilatation ou par contraction sont faibles, le scalaire d'ex-

pansion volumique T peut s'approximer en développant le logarithme
Av(t)

T si |Av(t)| <<, (1.62)

N

Vo
de méme que les éléments diagonaux des tenseurs de distorsion et de déformation par les ex-
pressions
AX (1
=g, = XI‘E ) |AX, (1)| << X, (1.63)

Une autre remarque importante peut étre faite concernant les comportements asymptotiques

des tenseurs topologiques, & savoir que les grandeurs 7, B, et g, tendent toutes vers too
lorsque les contractions ou les expansions deviennent trés intenses
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T,B;.€; > +oo  si AX, — too (1.64)

T,B,.€, > — si  AX,—>-X/ (1.65)
Deux cas extrémes d'évolution spatio-temporelle des allongements selon les axes de coordon-
nées peuvent maintenant étre considérés:

- le cas de l'expansion ou de la contraction volumique homogene isotrope du milieu dans I'es-

ace, c'est-a-dire le cas ou les trois constantes a. sont égales (a, = a, = a., ). |l vient
i 1 2 3

dt da, da
—=3agt) ; —=0 ; —=
dt dt dt
La figure 1.12(a) présente la coupe d'un tel champ de vitesse dans le plan des vecteurs ¢, et
€, . La figure 1.12(b) montre I'évolution entre deux instants (=0 et ¢t >0) d'une portion du

milieu initialement carrée sous l'effet de ce champ. L'effet d'expansion volumique du milieu peut

0 (1.66)

étre observé, sans qu'il n'apparaisse de cisaillements du milieu.
y

X,
X, A - B
/ t=0
e
xl
D C
xl A 'XZA B
t>0
|
xl
G
(a) (b) D C

Figure 1.12 - allongements a expansion volumique non nulle

- le cas des allongements et rétrécissements dans les trois directions de l'espace, tels que I'ex-
pansion volumique T du milieu soit nulle, c'est-a-dire lorsque la somme des constantes a; est
nulle (a, +a, + a, =0). ll vient alors

ﬁ:() et d_ﬁi:@:%:alg(;)gi (1.67)
dt dt dt dt

La figure 1.13(a) présente dans le plan des vecteurs de base ¢, et €, la coupe d'un champ de
vitesse de ce type, avec a, =—a, =a et a; =0.

La figure 1.13(b) montre alors I'évolution spatio-temporelle entre deux instants différents (1 =0
et ¢t >0) d'une portion du milieu initialement carrée sous l'effet de ce champ. L'absence d'ex-
pansion volumique du milieu y apparait clairement, mais surtout la présence de forts cisaille-
ments du milieu, puisque

o _ da, da,

i} . da,
—_—= ; —_—= t ; = — t ;
dt dt ag(1)é, dt ag(1)e, dt

En fait, la différence essentielle entre ce dernier cas, ou les dilatations et les rétractations sont

=0 (1.68)

différentes suivant les trois directions de I'espace, et le cas précédent de I'expansion volumique
isotrope du milieu, est précisément liée a I'existence de cisaillements du milieu, alors qu'aucun
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cisaillement ne peut apparaitre dans le cas de I'expansion volumique isotrope. Il faut donc en
conclure que les composantes diagonales du tenseur ¢; mesurent les cisaillements associés a
une expansion volumique homogéne non isotrope du milieu.

x, A
X, A B
A = 0 X
O(F.1)
é, c
| xI
e, t>0 A
A B
X,
D C
(a) (b)

Figure 1.13 - allongements a expansion volumique nulle

En fait, la différence essentielle entre ce dernier cas, ou les dilatations et les rétractations sont
différentes suivant les trois directions de l'espace, et le cas précédent de I'expansion volumique
isotrope du milieu, est précisément liée a I'existence de cisaillements du milieu, alors qu'aucun
cisaillement ne peut apparaitre dans le cas de I'expansion volumique isotrope. Il faut donc en
conclure que les composantes diagonales du tenseur &i mesurent les cisaillements associés a
une expansion volumique homogéne non isotrope du milieu.

Les cisaillements et les rotations locales, ou torsions
Soit le champ de vitesse suivant au sein du milieu
O ,t)= [(ax2 + bx3)él + (cxl + abc3)é’2 + (.exl + fx2)23]g(t) (1.69)

ou a,b,c,d,e, f sontdes constantes.
Avec un tel champ de vitesse, I'équation géométrocinétique pour le tenseur ﬁij permet de dé-
duire I'évolution des composantes B,.j le long de la trajectoire du milieu

e 0 a b
UL/ I g(t) (1.70)
dt

e f O

Il apparait clairement que la trace du tenseur de distorsion ne peut pas changer, de sorte que
I'expansion volumique T reste toujours constante

dt
E =

Quant aux équations géométrocinétiques que satisfont le vecteur de rotation et les tenseurs de

0 (1.71)

déformation et de cisaillement, elles s'écrivent
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O
-6+ b= 08, + (e 36,0
0 +c b+
de; do; 1 4 a()c d+]e‘ () -
d = —=|=—|a C
dt ) 2 :
b+e d+f 0

La figure 1.14(a) présente un tel champ de vitesse, dans le cas ou seule la constante a est
différente de zéro (a#0 et b=c=d=e= f =0).

L'évolution spatio-temporelle entre deux instants (¢ =0 et # > 0) d'une portion du milieu initia-
lement carrée sous l'effet de ce champ est représentée a la figure 1.14(b). La présence d'un
cisaillement du milieu y est observée, et il apparait aussi une rotation locale, qu’on appellera
torsion, du milieu puisqu'en ce cas

do a , _ do, a , _ do, a , _ do,
—=——g(e, =—g)e, ; =—g()e, ; =0 1.73
0 2g()3 0 2g()2 0 2g()1 0 (1.73)
X
X, B A u
»—#
A t=0
e 7 -
‘xl
-
é, D ¢
— & A
€ A
- B
t>0 / \;
- -
" X
6.0 AR 740
(a) (b)

Figure 1.14 - cisaillements

De la méme maniére que dans le cas des allongements, il est possible de donner une interpré-
tation topologique aux composantes du tenseur de cisaillement en utilisant I'exemple de distor-
sion reporté a la figure 1.14.

En ce cas, le champ de vitesse est paralléle a eT et vaut

O(7.1) = ax,g(1)e, (1.74)
Le déplacement X,(x,,t) le long de I'axe de €, d'un point A situé a la coordonnée x, # 0
(figure 1.15) peut se calculer. Il vient pour X (x,,?)

X, (x,.1) = ax, [ g(t)dt (1.75)
0

On en déduit I'évolution temporelle de la tangente de I'angle de cisaillement Y/ (¢) reporté a la
figure 1.15

X, (x,,t)
X

2

tgy(t) = =af g(t)ar (1.76)
0
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A xz
,X‘ (%,.7) >0
/ o(F,t) B

A o
% vt de,

' -

é X,

D C

Figure 1.15 - relation avec la tangente de I'angle de cisaillement

L’évolution du vecteur de rotation et I’évolution du tenseur de cisaillement le long de la trajec-
toire peuvent alors se relier a la valeur de tgy/(t)

- a. | 1.

w:—ggggﬂm_—aggwa) (1.77)

&—féj(om—lzt (t) (1.78)
1 220g zzgvf .

o —fa] O dt =L taw(r) (1.79)
2 210g 21g‘// .

Le vecteur de rotation @ et le tenseur de cisaillement ¢, mesurent donc directement en ce cas
la moitié de la tangente de I'angle de cisaillement y(¢).

Il est possible de considérer maintenant deux cas extrémes d'évolution spatio-temporelle dans
le cas de cisaillements et rotations:

- le cas ou le tenseur ﬂlj est parfaitement antisymétrique, c'est-a-dire lorsque ¢ =—a, e =—b
et f=—-d

4B 0O a b
(—’J: —a 0 d|g@) (1.80)
dt
-b —-d 0

En ce cas, le tenseur ﬁij est entiérement représentable par un vecteur de rotation @ et la rota-
tion globale du milieu correspond a celle déja décrite précédemment, avec

do = L .

E: 9(t)=(—del + be, —ae3)g(t) (1.81)
- le cas ou le tenseur Bil. est parfaitement symétrique, c'est-a-dire lorsque c=a, e=b et
f =d. En ce cas, les trois tenseurs [)’U , & et o sont égaux et la variation de leurs compo-

santes le long de la trajectoire s'écrit
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0O a b
dp, de; doy 0 dlew
= = =la 1.82
dr dr dr 8 (152
b d O

Comme le scalaire d'expansion volumique T et le vecteur de rotation @ n'évoluent pas le long
de la trajectoire

dt da
—=0 e —=
dt dt

le milieu ne présente ni expansion volumique, ni rotation globale ou locale. Par conséquent,

0 (1.83)

seuls des cisaillements purs du milieu peuvent apparaitre.

C'est ce qui est montré par I'exemple particulier de la figure 1.16(a), dans laquelle est représen-

tée, dans le plan des vecteurs de base ¢, et ¢€,, la coupe d'un champ de vitesse de ce type,

avec azbetb=c=0.

La figure 1.16(b) montre I'évolution spatio-temporelle entre deux instants différents (¢t =0 et
t >0) d'une portion du milieu initialement carrée sous l'effet de ce champ de vitesse. La pré-

sence d'un cisaillement pur du milieu, sans rotation, y est bien observée

o =0 ; doy =ag(t)e, ; a0, =ag(t)e, ; do, =0 (1.84)
dt dt dt dt

Ce cisaillement est absolument identique a celui reporté a la figure 1.14(b), si une rotation de

45° du systéme de coordonnées est effectuée, ce qui conduit évidemment a des expressions

trés similaires des tenseurs de cisaillement dans ces deux cas:

a 0 0 0 a 0
do, do,
L1=10 —a 0 |g@) (fig.1.14) et |—L|=| a 0 0 |gt) (fig.1.16) (1.85)
dt dt
0 0 0 0 00
A,
A B
t=0
e
'xl
D C
Ao g

.
b
N
=Y

(@) (b)

Figure 1.16 - cisaillements

Des exemples de distorsions non-uniformes

A titre d'exemple, il est possible de calculer les tenseurs de distorsion en présence de champs
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de vitesse conduisant a des distorsions non-uniformes du milieu. Soit tout d'abord le champ de
vitesse de la figure 1.17(a), de symétrie cylindrique,

a)(F,t) = [ré'3 A ()CIEI + xzéz)]g(t) = r()c]E2 - X,6, )g(l) avec r= «/xlz + 3622 (1.86)
Ce champ de vitesse implique clairement une rotation du milieu autour du centre du systéme de
coordonnées. Le tenseur ﬁu est déduit de I'équation géométrocinétique suivante

_x]x2 —(}"2+x22) O
b, )1 +(r* +x) XX, 0 18(@) (1.87)
dt r
0 0 0

Il s'agit 1a d'une rotation non-uniforme, donc locale, puisque @ dépend du rayon r , et d'une
évolution sans expansion volumique T le long de la trajectoire
do 3r dr

—=gt)e, et —=
a8 dr

L'évolution des tenseurs de déformation €£; et de cisaillement «; est identique et montre aussi

0 (1.88)

l'existence de cisaillements non-uniformes

—2x,x x’=x> 0
12 1 2
dO!l:]. 1

ds,.j ) )
E = ? :; X" =X, 2xx, 0 |g(?) (1.89)
0 0 0

Le deuxieme champ de vitesse, représenté a la figure 1.17(b), est de symétrie sphérique

O(F.1)= r[xlé1 + X,€, +x3é3]g(t) avec r=qx’+x"+x; (1.90)

X, X,

A
EZ

—_—
él
e =
O(F,1)
(a) (b)

Figure 1.17 - exemples de distorsions non-uniformes

Ce champ de vitesse implique clairement une expansion volumique du milieu autour du centre
du systéme de coordonnées. L'évolution des tenseurs [)’l.j et g, estlaméme

2 2
rT+x, XX, XX,

dp; de; 1
(d_tj) = (d_tjj =— XX rHx’ xx, |g@) (1.91)

2 2
XX, XX, 1 +X,
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ce qui implique qu'il s'agit la d'une évolution sans rotation le long de la trajectoire, mais avec
une expansion volumique T non-uniforme, qui dépend du rayon r

di> _
dt

Finalement, I'évolution du tenseur de cisaillement o, montre aussi en ce cas l'existence de

et dar =4rg(t) (1.92)
dt

cisaillements non-uniformes en fonction du rayon r

2 2
X —r / 3 XX, X, X,

do. 1
—L == xx, x'-r3  xx g (1.93)
dt r s o

X X3 Xy X3 Xy =71 /3



Chapitre 2

Reperes locaux et géométrocompatibilité d’un réseau

Dans ce chapitre, on montre que les coordonnées d’Euler sont parfaitement adap-
tées a la description des réseaux solides, et qu’elles permettent méme de décrire
des réseaux a trés fortes déformations, ce qui est extrémement difficile a faire en
coordonnées de Lagrange. Cependant, on montre que la description d’un réseau
solide en coordonnées d’Euler nécessite d’introduire des repéres locaux. Pour sa-
tisfaire cette nécessité, on définit alors le concept de référentiel local macrosco-
pique, qui permet d’éviter la complexité inhérente des référentiels locaux micro-
scopiques définis habituellement en géométrie différentielle.

Pour terminer, on recherche aussi les conditions de compatibilité qui assurent en
coordonnées d’Euler qu’il est possible de définir un champ de déplacement continu
pour un réseau, et que celui-ci est par conséquent bien un réseau solide.

2.1 - Définition de repéres locaux dans les réseaux solides

La description eulérienne de I'évolution spatio-temporelle d'un réseau solide de particules pour-
rait parfaitement consister a définir, dans le repére Q& &, fixe dans le référentiel absolu de
I'observateur GO, le champ de vitesse qs(F,t) décrivant le mouvement moyen des sites élé-
mentaires du réseau. Sur la base de ce champ de vitesse, on peut déduire la vitesse angulaire
locale d / dt de rotation du solide et le scalaire d'expansion volumique locale T du solide, et
par conséquent décrire I'évolution temporelle des distorsions de ce réseau solide grace a I'en-
semble des équations géométrocinétiques eulériennes introduites au premier chapitre (tableau
1.1), basées sur les trois équations principales suivantes

1 R —

—L =——"¢ +orad o,

5 3, o T8 0}

do 1 —-

— = —ro0t 2.1
o (0 2.1)
d _

—T:—i+div¢

dt n

Cette méthode est évidemment tout-a-fait valide dans le cas d'un réseau parfaitement isotrope.
Cependant, dans la majorité des cas, il n’est pas judicieux de I'appliquer pour décrire les distor-
sions d'un réseau en coordonnées d’Euler, pour les deux raisons suivantes:

- un solide rigide peut présenter une élasticité anisotrope, qui dépend de la direction considérée
par rapport aux directions cristallines locales du réseau. Or, bien que les tenseurs de distorsion
(2.1) mesurent correctement les distorsions d'un solide, que celui-ci soit isotrope ou anisotrope,
ils les mesurent par rapport au repere Q§1§2<§3 fixe dans le référentiel absolu, et non par rap-
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port aux directions cristallines locales du réseau. Ce fait rend extrémement difficile I'expression
de l'énergie libre élastique d'un réseau solide anisotrope a partir des tenseurs de distorsion
(2.1), surtout si celui-ci présente une rotation locale importante, car I'énergie libre élastique d'un
solide anisotrope n’est pas construite sur la base des invariants des tenseurs de distorsion,

- dans le cas d'un réseau solide parfait a élasticité isotrope (sans singularités de structure),
I'énergie libre élastique peut effectivement étre exprimée directement a partir des tenseurs de
distorsion (2.1), car celle-ci ne dépend alors que d'invariants des tenseurs de distorsion vis-a-
vis du systéme de coordonnées utilisé. Par contre, dans le cas d'un réseau solide imparfait a
élasticité isotrope, donc d'un réseau isotrope qui contient des singularités de structure aniso-
tropes, telles que des dislocations, des désinclinaisons (ou disclinations en anglais) ou des
joints, ces défauts, a cause de leur anisotropie, ne peuvent étre décrits que par rapport aux di-
rections cristallines locales du réseau.

Il est par conséquent impératif d'exprimer les distorsions d'un réseau a élasticité anisotrope, ou
d'un réseau isotrope mais imparfait dans un repére local, subissant les mémes translations et
rotations moyennes que le réseau, de sorte a ce que les directions du systeme local de coor-
données correspondent en moyenne aux mémes directions que celles du réseau cristallin.

La définition d’un référentiel local orthonormé macroscopique

Dans le référentiel absolu Q& &E,E, de I'observateur GO, il est toujours possible de considérer
un point O du solide et de suivre ce point au cours du temps connaissant sa vitesse instanta-
née @, (1) exprimée dans le référentiel QEEE, . A ce point O est aussi associé un vecteur de
rotation instantanée c?)o(t) . On peut alors associer & ce point O du solide un repére local ma-
croscopique orthonormé Ox, x,x,, qui suit le solide avec la vitesse d'entrainement q30 (1) etqui
tourne dans I'espace avec la vitesse angulaire de rotation d'entrainement 67')0 (t) (figure 2.1).
Le point central O de ce nouveau référentiel peut étre repéré par un vecteur-lieu go(t) dont
I'équation d'évolution, exprimée dans le référentiel absolu Q& &, &, , s'écrit simplement

dé (1) -
%:%U) (2.2)

Figure 2.1 - le référentiel local macroscopique orthonormé
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A ce référentiel local Ox,x,x;, on peut associer un repére local orthonormé composé de trois
vecteurs de base ¢€,(¢) unitaires et orthogonaux, qui tournent dans l'espace avec la vitesse an-
gulaire d'entrainement cf)o(t). On peut aussi imaginer I'existence d’un Petit Observateur (PO)
qui lui serait lié et qui utiliserait, pour faire ses mesures spatio-temporelles, des régles ¢, de
méme longueur que celles du GO, ainsi qu'une horloge parfaitement synchronisée a I'horloge
de 'observateur GO du référentiel absolu.

La matrice de rotation du changement de repére

Dans le référentiel absolu Q&E,E, de I'observateur GO, les vecteurs €(¢) composant le re-

pére local satisfont les équations d’évolution suivantes, qui expriment simplement que les vec-

teurs ¢,(¢) tournent & la vitesse angulaire of)o(t) le long de la trajectoire du point O

de,(t)
dt

Les vecteurs de base E,- (t) peuvent s'exprimer en fonction des vecteurs de base € ; a l'aide

d'une matrice de rotation g,(t) définie par la relation

é(n)=28,(1)E, (2.4)

=@, (1) A (1) (2.3)

Cette relation peut aisément étre inversée sous la forme

¢, = Y[, e =Y g;EM 25)
La matrice gi].(t) est en fait la matrice de changement de base, permettant le passage entre le
systtme de coordonnées du référentiel absolu Q& E,E, et celui du référentiel local mobile
Ox,x,x,, et elle est orthogonale, car sa transposée est égale a son inverse

1 00
(gij)_lz(gii)T = (gij)(gi/)T:(giJ)(gij)_lz 0 1.0 (2.6)
0 0 1

ce qui implique aussi que son déterminant est égal a 1

‘(gij)(gij)T (g,-,)(gij)_] =1 = ‘(gu)

Une telle matrice satisfait aussi les relations suivantes, assurant que les vecteurs ¢, et € ; sont
bien unitaires

é|=1 = Z[gij(t)ilzzl
€ |=1 = Z[gij(t):r:l

A l'aide de la relation (2.3), on déduit les équations différentielles d'évolution de la matrice

=1 (2.7)

(2.8)

g,/ (1) de changement de base

dg, '
Z%méj = 2.8,0(0,) 1)) .

Dans le cas de la mécanique du solide indéformable, ou le solide se déplace dans l'espace par
translation et par rotation globale uniquement, donc sans se déformer, les directions représen-
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tées par les vecteurs de base unités e; correspondent toujours exactement aux directions du
réseau cristallin du solide. Dans le cas ou la portion de solide considérée se déplace et se dé-
forme simultanément, comme les vecteurs ¢,(t) se déplacent a vitesse (Eo(t) et tournent a la
vitesse angulaire c?')O(t) , les directions représentées par les vecteurs unités €, correspondent
encore, au point Q, aux directions moyennes du réseau cristallin du solide.

D’ailleurs, dans un voisinage plus ou moins étendu autour du point Q, les directions du réseau
cristallin correspondent encore plus ou moins aux directions des vecteurs unités Ei . La taille de
ce voisinage dépendra évidemment de I'état de déformation du solide autour du point O . Ce
voisinage pourrait étre défini empiriquement comme un volume V, entourant le point O et sa-
tisfaisant le critére approximatif suivant: le mobile V, de réseau autour de O tel que les com-
posantes du vecteur de rotation @ ainsi que le scalaire d'expansion volumique T ne varient
pas trop sur ce volume V, (par exemple quelques pour cent au maximum,).

Dans la figure 2.2, on a essayé de représenter le réseau cristallin du solide au voisinage du
point O en présence d’une déformation de ce réseau.

Figure 2.2 - le réseau solide au voisinage du point O du repére local Ox x,x,

La projection des champs dans le référentiel local

Tout champ scalaire ou vectoriel défini dans I'espace absolu peut étre projeté globalement dans
le référentiel absolu Q& &,&E, ou localement, au voisinage du point O, dans le référentiel local
mobile Ox,x,x; (figure 2.5).

Par exemple, le champ de vitesse (ﬁ du réseau solide dans le référentiel absolu est défini au
point E et a linstant ¢ dans le référentiel absolu d'inertie par ses projections @, sur les trois

axes Q&,, Q&, et QF,
(E(E,t) = Zq)i(ék,t)éi avec E = Zékék (2.10)
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Dans le voisinage immédiat du point O du référentiel local, il peut aussi étre projeté sur les
trois axes Ox,, Ox, et Ox, (figure 2.3). Au point B du référentiel local, repéré par r , et a
l'instant 7, le champ (5 s'écrit, projeté dans le repéere local

3 3
O(F.1) = Z(I)i(xk,t)éi avec r= Zxkék 2.11)
i=1 k=1
EA -z e
0E.0)=0(.1) xsﬁ &, (VA F
@, (1) LAY
EEX
_ C Z.
B ; ) 8, ()
21 0 Ez { (ﬁ
g &
- xl
e‘A /. '°O X,
@l‘ &0 (t) ]
" 3
€, GO .
&I 'é

Figure 2.3 - projection du champ q3 dans le référentiel local macroscopique

Les expressions (2.4) et (2.5) des €, en fonction des €, et vice-versa permettent de trouver di-
rectement les relations de passage entre les composantes ¢, du champ ¢3 projeté dans le réfé-
rentiel absolu et dans le référentiel local respectivement

‘5: Z‘pi(ék’t)éi = Z¢i(§k’t)gji _’j = z¢j(xk’t)éj = z(pj(xk’t)gﬁ iéi =

0.(xD)=2.8,0,G.0) et $,(E.0=28,0,(x.0) (2.12)

De plus, comme les vecteurs-lieu 7 et 5 repérant respectivement les noeuds du réseau dans
le référentiel local et dans le référentiel absolu sont liés entre eux par la relation simple

= éf - éo(t) (2.13)

les relations de passage entre les composantes &, et x, des vecteurs-lieu du référentiel abso-
lu et du référentiel local pointant un méme point de I'espace sont données par

r= in € = in 8 €= 2&, é(,’ _Eo(t): Zé, 8ij é, _go(t) =

X, = Zgyéj, — go(t)éi et é_i = Zgi/xi + éo(t)éj (2.14)
J i

Finalement, les relations existant entre les dérivées partielles prises dans le référentiel absolu et
dans le référentiel local se déduisent aisément



34 chapitre 2

i: iagj(yk) ot i:Ziaxi(xk)

dx, “FIE ox o5, “Tox, 9

d d d 0

b P o

Tableau 2.1 - Référentiel local macroscopique Ox,x,x, dans un réseau solide

Matrice de rotation du changement de référentiel

e _ W, (t) A E(t) (1) ‘(g’f) =1 ©
dt 2
dg, (1) _ L 2[s0] =1
276, =Zg,-,-(t)(wo(t)Ae,») @ i X
j J Zligij (t)] =1 (5)
Relations de changement de référentiel
é(=, 8§ e €= ;&) (10
j i
¢, (x.)=D8,0,5.1) 0.(&.D=.8,0,(x..t) (1)
j i
X :Zgijgj _go(t)zi 8 ;i :Zgzj‘xi +§o(t)éj (12)
j i
0 d 0 0
X8y PP R

Champ local de vitesse relative

Q1) = O(F 1) = Gy (1) = 0o (1) A T (1)
BEN=FCEN=0,(N- Dy A(E-E1) @

Le champ local de vitesse relative

Il est possible de définir le champ local de vitesse relative ¢ des points du solide au voisinage
du point O, par rapport au référentiel local mobile Ox,x,x,. Ce champ de vitesse est en fait
celui que mesurerait, au point C par exemple (figure 2.3), le Petit Observateur (PO) lié au réfé-
rentiel local Ox,x,x;, qui utiliserait les régles €, ainsi qu'une horloge synchronisée a I'horloge
du référentiel absolu pour mesurer les vitesses () des noeuds du réseau, alors que le Grand
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Observateur (GO) lié au référentiel absolu mesure quant a lui les vitesses absolues (]3 des
noeuds du réseau.

Le champ local de vitesse relative (0 est obtenu en soustrayant du champ de vitesse absolue
(5 le champ de vitesse d'entrainement du référentiel Ox,x,x;, a savoir le champ de vitesse
uniforme q?o(t) associé a la translation du repére Ox,x,x,, ainsi que le champ de vitesse pu-
rement rotationnel cf)o (t) AT associé a la rotation du repére Ox,x,x; autour du point O a la
vitesse angulaire d'entrainement 5)0 (z) . Il vient donc les équations

PF.1) = O(F 1) = Gp(1) — Do () A F (2.16)
BEN=BED=B,(1)= o) A (E=E,0) 2.17)

La projection des opérateurs invariants d'espace et de temps dans le repére local

Les opérateurs d'espace gr?i , rot et div appliqués a un champ scalaire ou vectoriel sont
des invariants, c'est-a-dire qu'ils fournissent un résultat scalaire ou vectoriel ne dépendant pas
du systéme de coordonnées dans lequel ils sont calculés (section A.2.). Il en va de méme de
l'opérateur de temps dérivée particulaire d / dt puisque celui-ci mesure la variation temporelle,
prise le long de la trajectoire du milieu, de la grandeur a laquelle il s'applique. Ceci implique que
toute relation mathématique faisant appel a gr?i, rot et div , ainsi qu'a d / dt , est calculable
aussi bien dans le référentiel absolu Q& &,&, que dans le référentiel local Ox, x,x, .

Dans le cas de l'opérateur temporel d / dt , la vitesse a introduire dans I'expression de la déri-
vée particulaire est évidemment la vitesse absolue 43 lorsque d /dt est calculée dans le réfé-
rentiel absolu Q& E,E, et la vitesse relative ¢ lorsque d /dt est calculée dans le référentiel
local Ox,x,x;.

Quant a l'opérateur formel ? on montre, en utilisant les relations (2.4) et (2.5), qu'il existe le
lien suivant entre ses formulations dans le référentiel absolu Q& &,&, et dans le référentiel local
Ox,x,x,

Ze——Z lgyg_Z(z ,g,,] 3 Ze,aé (2.18)

1 J
Gréace a l'opérateur Y , les expressions explicites des divers opérateurs d'espace et de temps
dans le référentiel absolu Q& E.E, et dans le référentiel local Ox,x,x, peuvent étre trouvées.
En effet, les relations suivantes permettent de déduire les expressions de g?la , rot et div ,
expressions qui sont reportées dans le tableau 2.2
grad f=Vf et roti=VAii et divi=Vi (2.19)
Quant a la dérivée d'une grandeur scalaire ou vectorielle dans une direction 7 donnée de I'es-
pace, elle s'écrit (ﬁv) et s'explicite aisément aussi grace a l'opérateur V.
Une remarque importante peut étre faite ici. Dans le cas d'un réseau solide parfaitement inde-
formable, le champ de vitesse relative (0 défini par les relations (2.16) et (2.17) est nul partout
dans le référentiel Ox,x,x,. Dans le cas d'un réseau solide déformable, le champ de vitesse
relative 0 ne contient que les vitesses associées aux déformations du réseau dans le référen-
tiel Ox,x,x,, ainsi que les rotations locales associées a ces déformations, puisque les mouve-
ments moyens d'entrainement du réseau par translation et par rotation globale ont été sous-
traits. Notamment, sur le point O lui-méme, la vitesse relative ¢ est nulle par définition.
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Tableau 2.2 - Expressions des opérateurs invariants dans Q& &6, et Ox x,x,

Dans référentiel absolu Q& &, Dans référentiel local Ox,x,x,

f=r&.t) ou ﬁzZui(fk,t)éi f=7f(x.t) ou ﬁ=2ui(xk,t) é

- . 0 _ 0
\Y 2 € g (1) 2 e 87 @

. L of(x, .t

grad f Zéi Flet) fé"t) 3 Ze,. —f(azk ) )

€, ¢, €, é, é, é,
roti d/9& 9/dE, d/dE, ®) d/dx, d/dx, d/0x, ©)
ul(ék’t) u2(§k’t) u3(§k’t) u (x,1)  uy(x,t)  uy(x,,t)

- ou, (&, 1) ou,(x, 1)

divii E P 2 R

(V) Y (7i€,) 0 9 Z(ﬁéi)i (10)

i 8_5, i ox

4 L ()=2+ 30 En

9 d
dr dt 9%, (

aé (11) g-ﬁ-

On en déduit que, dans le cas d'un solide faiblement déformable, c'est-a-dire lorsque les dépla-
cements des noeuds du réseau par rapport au référentiel local Ox,x,x, restent toujours assez
petits au voisinage du point O, il est possible de remplacer au voisinage du point O la dérivée
particulaire d / dt , correspondant normalement a la variation temporelle prise le long de la tra-
jectoire des noeuds du réseau dans le référentiel local Ox,x,x;, par la dérivée temporelle en
un point fixe du référentiel local Ox,x,x,, & savoir la dérivée partielle par rapport au temps.

De méme en est-il pour un solide se déformant tres lentement, puisqu'en ce cas le champ de
vitesse relative ¢ devient trés petit. On en déduit une remarque qui sera trés importante pour la
suite de ce traité:

- au voisinage du centre O du référentiel local Ox,x,x,, si les déformations sont faibles et/ou
suffisamment lentes, on peut tout-a-fait légitimement utiliser I'approximation suivante de la déri-
vé temporelle:

4. 9 +(@V) = 9 au voisinage du point O (2.20)
dt ot ot
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2.2 - Projection des équations géométrocinétiques dans le référentiel local

Il est possible maintenant de redéfinir les tenseurs de distorsion d'un solide en utilisant un for-
malisme similaire a celui introduit au premier chapitre, mais en appliquant ce formalisme dans le
référentiel local mobile Ox,x,x, du petit observateur PO (figure 2.3).

Les équations géométrocinétiques de distorsion dans le référentiel local

Dans le référentiel local Ox,x,x,, la vitesse angulaire d@ / dt de rotation et la dérivé particu-
laire du scalaire T d'expansion volumique du solide se déduisent par une argumentation parfai-
tement similaire a celle utilisée au deuxiéme chapitre, de sorte que les équations géométrociné-
tiques introduites au deuxiéme chapitre restent parfaitement valables dans ce référentiel mobile

d—w:lr_dtq3 et ﬂz—i+div$ (2.21)
dt 2 dt n

Il est des lors possible de définir dans ce référentiel un nouveau tenseur de distorsion globale
Bl. sur la base d'une équation géométrocinétique telle que sa trace soit égale a d7 / dt et que

la moitié de sa partie anti-symétrique, changée de signe, fournisse d® / dt . L'équation géomé-

trocinétique définie au deuxieme chapitre de la maniére suivante

dp, _ s,

dt

¢ +grad, = _g_nz,, +grad(¢2,) = —g—"a +(69)§+2 nrotd 222
n n

satisfait parfaitement ces conditions. En effet, il vient, pour la trace de df3; / dt et pour la moitié
de sa partie anti-symétrique changée de signe, les expressions de d7 /dt etde d@ / dt

s By S 553 (e e )=~ St divg = LT
R e IO
Ic. dB I[~<. oy .~ (» —=\|_ 1—=: dé
_E;e" A%z—a{;ek /\(ekV)gb+zk:ek /\(ek /\rotq))}:a ot(b:E (2.24)

Le nouveau tenseur de déformation El. se déduit par symétrisation de I'équation géométrociné-

tique df, / dt dans le référentiel Ox,x,x,

dE, dB. _ dd dE,
—=—— —gAN— => —=
dt dt ; dt dt

Quant au nouveau fenseur de cisaillement &i , il est déduit a partir de la partie symétrique

- 1 —
~e, +grad ¢, — Eé" ATOLP (2.25)

transverse de dBl. / dt dans le référentiel Ox,x,x,
da, de 1_dt do, — 1 — - 1 -

—=— ¢— = ——=grad¢,——é Arotp ——e div 2.26,
@@ 304 T e TR zade =2

Les tenseurs de distorsion globale B,.,E‘,.,&,. ainsi definis dependent du choix du référentiel local

Ox,x,x,, via leur définition utilisant les vecteurs de base ¢, du référentiel local. lls sont déduits
a partir des composantes du champ de vitesse absolue (}5 du solide projetées dans le référen-
tiel local mobile Ox,x,x,, de la méme maniére que les tenseurs de distorsions j.,éi,&,.
avaient été déduits au deuxiéme chapitre, mais a partir des projections du champ ¢7 dans un
repére immobile fixé au référentiel absolu Q& E,&,.
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Pour I'observateur PO dans le référentiel local mobile Ox,x,x,, les vecteurs de base ¢, appa-
raissent comme des constantes indépendantes du temps, de sorte que, dans Ox,x,x,

ﬂ ZEkd—ﬂ" = T:ZEkBk
k

dr “~% g

d—"’:—lzékAdﬂk = G=—~Y AB,

dt 25T ar 24 o27)
%:d_ﬂ_a/\d_a) = §i=[§i—él./\d)

dt dt dt

[S—

do, dé, 1_drt I
= ——6— = O =& ——1é
dt dt 3'dt b

i

W

Par conséquent, les schémas de décomposition du tenseur de distorsion reportés aux figures
1.7 et 1.8 restent toujours valables, a condition de remplacer les tenseurs Bi ,E;,0; définis dans
un repére fixe du référentiel absolu QE,E,E, par les mémes tenseurs fB.,€,,0/, , mais définis
dans le repére local mobile Ox,x,x;.

Tableau 2.3 - Equations géométrocinétiques des distorsions d'un réseau solide
exprimées dans le référentiel local Ox x,x,

- ~ Iv. 3
g, S, . arad ¢ w=—526kA/3k ®
—t=——"p¢ +grad®. (1 k
dt 3n g 0 0 =
do 1 —- T:ZZkﬁk:ZEkSk ()
— =—r0t@ 2 k k
da 2 -
dt S - E=PB—-énad @)
—=——"+d